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Resumo
O objetivo deste trabalho e´ apresentar um meio pra´tico de se che-
gar a` definic¸a˜o de difusibilidade atrave´s de modelos computacio-
nais. Neste trabalho sa˜o apresentados dois modelos computacio-
nais. O primeiro simula, via me´todo de Monte Carlo, o processo
de eletrodeposic¸a˜o, o qual ao ser aplicado a um sistema contendo
um meio poroso, produz uma corrente que fornece informac¸o˜es
importantes acerca deste meio. Dessa corrente podemos chegar a
uma primeira definic¸a˜o de difusibilidade. O modelo consiste em
uma forma discreta da primeira lei de Fick para a parte exclusiva
da difusa˜o, enquanto que a reac¸a˜o acontece como um processo es-
toca´stico. Tudo isto acontece numa regia˜o 3D que tem uma base,
crescendo gradativamente de acordo com o processo de reac¸a˜o.
O segundo modelo permite determinar propriedades geome´tricas
de um meio poroso, fornecendo definic¸o˜es concretas para a de-
terminac¸a˜o dos valores da tortuosidade e constrictividade. Estes
dois valores, que descrevem propriedades do meio poroso, jun-
tamente com a porosidade nos levam a uma segunda definic¸a˜o
de difusibilidade. O modelo consiste essencialmente em procu-
rar todos os caminhos numa sec¸a˜o transversal constante que une
pontos da base a pontos da superf´ıcie. Isto e´ realizado primei-
ramente para caminhos cuja sec¸a˜o transversal conte´m apenas
uma part´ıcula, o que implica em verificar se ha´ percolac¸a˜o entre
a base e a superf´ıcie. O comprimento de cada caminho, assim
como o ponto de origem, sa˜o armazenados em cada passo. A
seguir, aplicamos estes modelos a alguns tipos de meios porosos
variados, entre eles um conjunto de esferas sobrepostas, aleatori-
amente distribu´ıdas, dentro de um cubo. Verificamos que, para
valores razoa´veis de porosidade, ha´ concordaˆncia entre as duas
diferentes definic¸o˜es de difusibilidade.
Palavras-chave: Eletrodeposic¸a˜o. Sistema poroso. Me´todo de
Monte Carlo. Tortuosidade. Constrictividade. Difusibilidade.
Lei de Fick. Percolac¸a˜o.
Abstract
The aim of this work is to present a practical approach, through
computational models, to the definition of diffusibility. With
this idea in mind, we present here two different models, both of
which employing simulation algorithms. The first model, based
on the process of eletrodeposition, is applied to a system that
contains porous materials, and produces a current from which
one can extract informations that lead to the first definition of
diffusibility. The model regarding difusion, is a discrete form for
the first law of Fick, whereas the reaction is taken into account
through a stochastic process. This takes place in a 3D region
where the basis grows gradually according to the reaction pro-
cess. The second model consists of a geometric approach that
enables us to determine two important properties of a porous
medium: constrictivity and tortuosity. The values of these two
properties, together with that of porosity, lead to a new def-
inition of diffusibility. Essentially this model searches for all
percolation paths, of fixed cross section, from the bottom to the
surface. Firstly this is made using a single particle. In other
words we verify whether continuous percolation between both
ends exists. Next we search for paths of cross section with ra-
dius two, then three and so on, until one radius is found for
which no percolation exists. The length, as well as the point of
origin is recorded for each step. The models are applied to some
porous media, among them randomly placed spheres of different
radii. We observed that, for reasonably values of porosity, both
definitions of diffusibility agree.
Keywords: diffusibility. tortuosity. porosity. constrictivity.
electrodeposition. percolation. first law of Fick.

Resu¨mee
Das Ziel dieser Arbeit ist es, durch Computermodelle eine prak-
tische Methode zu pra¨sentieren, die den Begriff der Diffusivita¨t
erkla¨rt und diese berechnet. Zu diesem Zweck werden hier zwei
verschiedene Modelle, beide anhand eines Simulationsalgorith-
mus, vorgestellt. Das erste Programm liefert ein Modell fu¨r den
Prozess der Elektrodeposition. Dieses Programm, das auf ei-
nem System gru¨ndet, das poro¨ses Material entha¨lt, produziert
Strom, woraus sich genu¨gend Informationen ergeben, die zur er-
sten Definition der Diffusivita¨t fu¨hren. In Bezug auf Diffusion
simuliert das Modell eine diskrete Form des ersten Fickschen
Gesetzes, wobei die Reaktion durch einen stochastischen Pro-
zess beru¨cksichtigt wird. All dies geschieht in einem 3D-Bereich,
dessen Unterseite allma¨hlich entsprechend des Reaktionsprozes-
ses wa¨chst. Das zweite Programm besteht aus einem geometri-
schen Modell, das es uns ermo¨glicht, zwei wichtige Eigenschaften
eines poro¨sen Mediums zu bestimmen, na¨mlich Konstriktivita¨t
und Tortuosita¨t. Diese beiden Werte zusammen mit Porosita¨t,
fu¨hren zu einer neuen Definition der Diffusivita¨t. Das geometri-
sche Modell besteht darin, alle Pfade zu finden, die obere und
untere Punkte miteinander verbinden. Zuna¨chst wird dies mit ei-
nem Querschnitt von nur einem Teilchen gemacht. Mit anderen
Worten: man u¨berpru¨ft, ob kontinuierliche Perkolation zwischen
den beiden Enden existiert. Als na¨chstes werden wir Wege su-
chen, deren Querschnittsfla¨che den Radius 2 besitzen. Danach
Radius 3 und so weiter, bis ein Radius gefunden ist, fu¨r den
keine Perkolation existiert. Die La¨nge sowie der Ausgangspunkt
fu¨r jeden einzigen Schritt ist gespeichert. Die Modelle werden in
einem gewissen poro¨sen Medium benutzt, unter ihnen eines, das
aus Kugeln mit unterschiedlichen Radien besteht, diese werden
nach dem Zufallsprinzip platziert. Wir bemerken, dass fu¨r ange-
messene Porosita¨tswerte beide Definitionen der Diffusionsivita¨t
u¨bereinstimmen.
Keywords: Diffusivita¨t. Tortuosita¨t. Porosita¨t. Perkolation. Fick’sches
Gesetz. Konstriktivita¨t. Elektrodeposition.
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1 Introduc¸a˜o
O ponto de partida deste trabalho e´ a expressa˜o [1]
Deff = QD (1.1)
na qual D e Deff sa˜o coeficientes de difusa˜o, o primeiro medido
num meio livre e o segundo num meio contendo obsta´culos a` pas-
sagem do fluido, ambos considerados na mesma temperatura. O
fator Q e´ denominado difusibilidade do meio. Quando a difusibi-
lidade e´ pequena (perto de zero) o meio e´ um obsta´culo a` difusa˜o;
caso contra´rio, quando o valor da difusibilidade esta´ perto de 1, o
meio e´ indiferente a` difusa˜o. Nas situac¸o˜es em que e´ de interesse
que o meio dificulte a difusa˜o, o inverso de Q e´ a quantidade mais
importante e e´ denominada fator de formac¸a˜o ([2] pa´gina 99).
Isto ocorre nos estudos sobre as propriedades do concreto, onde
o fator de formac¸a˜o tambe´m e´ denominado resistividade re-
lativa [3]. Ali o interesse e´ produzir, a partir do cimento e dos
outros agregados, um material que apresente a maior resisteˆncia
poss´ıvel a` difusa˜o de ı´ons em seu interior, pois sa˜o esses que
provocam o enfraquecimento do concreto.
O processo de difusa˜o dentro de um meio poroso e´ bastante
complexo. Podem ocorrer treˆs tipos de difusa˜o [4]: difusa˜o de
Fick, difusa˜o de Knudsen e difusa˜o superficial. Na difusa˜o de
Fick o caminho livre me´dio das part´ıculas e´ menor que as di-
menso˜es do meio e, portanto, existe um maior nu´mero de cho-
ques das part´ıculas entre si do que entre as part´ıculas e as pa-
redes do meio. Na difusa˜o de Knudsen o caminho livre me´dio
e´ maior do que as dimenso˜es do meio e, portanto, um maior
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nu´mero de choques acontece entre as part´ıculas e as paredes do
meio do que choques das part´ıculas entre si. A difusa˜o superfi-
cial acontece quando as part´ıculas a serem transportadas (´ıons)
sa˜o adsorvidas nas superf´ıcie e a difusa˜o a partir da´ı ocorre nesta
superf´ıcie. Estes treˆs processos podem ser descritos pela mesma
equac¸a˜o que e´ a primeira lei de Fick (equivalente a` lei de resfria-
mento de Newton) somente diferindo na forma como se calcula o
coeficiente de difusa˜o. Na˜o vamos entrar em mais detalhes, pois
o que interessa aqui e´ o processo de difusa˜o global: determina-
mos para uma regia˜o de interesse, que conte´m os mais diversos
obsta´culos ao transporte de mate´ria, qual a taxa de transporte
que este meio permite e, a partir da´ı, determina-se qual o co-
eficiente de difusa˜o teria um fluido que fornecesse, atrave´s do
processo de difusa˜o, a mesma taxa de transporte se o meio fosse
livre de obsta´culos. O coeficiente de difusa˜o esta´ associado a`
capacidade do meio de transportar mate´ria e em alguns textos
ele e´ chamado de coeficiente de transporte ([5] p. 51,[6] p. 33).
Um procedimento comum usado para se determinar o coeficiente
de difusa˜o e´ o de se calcular a corrente que atravessa uma certa
interface ([7] cap´ıtulo 5). Um exemplo disso e´ a determinac¸a˜o do
coeficiente de difusa˜o efetivo relativo ao transporte de insulina
ou sucrose atrave´s do espac¸o extra celular (ECS) no cere´bro [8].
O modelo computacional apresentado no cap´ıtulo 3 simula o
processo de eletrodeposic¸a˜o controlado pela difusa˜o. No que toca
ao processo de difusa˜o o modelo implementa a primeira lei de
Fick, enquanto que a reac¸a˜o, que acontece apenas na superf´ıcie
do eletrodo, e´ implementada atrave´s do me´todo de Monte Carlo.
Este procedimento fornece, indiretamente, atrave´s da medic¸a˜o
do transporte de mate´ria, meios que nos permitem determinar
ambos os coeficientes acima. O modelo fornece a corrente que
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atravessa o eletrodo e, portanto, a quantidade de mate´ria (´ıons)
por unidade de tempo (Monte Carlo Step - MCS).
Como veremos, o valor de Deff e, consequentemente, o de
Q, depende de propriedades geome´tricas do meio, entre elas a
porosidade. Usando o seguinte argumento intuitivo, podemos
nos convencer que num meio poroso de porosidade ρ, o valor
ma´ximo de Deff e´ ρD e o mı´nimo e´ zero, isto e´,
0 ≤ Deff ≤ ρD . (1.2)
Seja C0 a concentrac¸a˜o original e Cr a concentrac¸a˜o redu-
zida, i.e., a raza˜o entre a massa da substaˆncia e o volume total
do recipiente no qual se encontra esta substaˆncia em soluc¸a˜o
juntamente com os pontos materiais do meio poroso. Temos que
Cr = C0ρ e ale´m disso
DeffC0 ≤ DCr = DC0 ρ = DρC0 . (1.3)
Para se ver que a igualdade da esquerda na equac¸a˜o 1.2 pode de
fato ocorrer, basta considerar a existeˆncia de uma membrana im-
permea´vel no meio poroso que impediria a passagem de mate´ria.
Para mostrar a possibilidade da ocorreˆncia da igualdade da di-
reita, basta considerar a situac¸a˜o na qual o meio poroso consiste
em apenas um cilindro reto. Como o transporte de mate´ria
e´, neste caso, proporcional a` a´rea da secc¸a˜o reta do cilindro, e
esta a´rea, neste caso, e´ exatamente o produto da porosidade pela
a´rea da sec¸a˜o reta do meio livre, obte´m-se facilmente a afirmac¸a˜o
acima. Como consequeˆncia da desigualdade acima obte´m-se para
o valor da difusibilidade:
0 ≤ Q ≤ ρ , (1.4)
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podendo Q assumir qualquer valor entre os dois extremos.
Sendo assim, nenhuma relac¸a˜o geral pode existir entre poro-
sidade e difusibilidade, pois existem infinitas func¸o˜es Q = Q(ρ),
definidas no intervalo [0, 1], satisfazendo a desigualdade acima e
tendo os extremos do intervalo como ponto em comum.
Entretanto, tal func¸a˜o pode existir em casos especiais, como,
por exemplo, o considerado por Maxwell: meios porosos isotro´picos,
compostos por esferas so´lidas de igual raio. No cap´ıtulo IX (Con-
duction through heterogeneous media), da refereˆncia [9] no estudo
sobre a condutividade, Maxwell obteve a relac¸a˜o
Q =
2ρ
3− ρ , (1.5)
a qual e´ bastante condizente com o valor obtido para outros
meios, como veremos em breve ( ver figura 20, pa´gina 36). Esta
expressa˜o seria va´lida para valores restritos de porosidade, pois
na˜o existem meios porosos formados por esferas so´lidas, como o
considerado por Maxwell, que tenham porosidade menor do que
0,36 (Jaeger & Nagel[10]). Posteriormente, considerando esferas
de raios variados, Neale and Nader [11] mostraram que a mesma
expressa˜o de Maxwell vale para todos os valores da porosidade.
Hoogschagen [12] em 1955, considerou obter a difusibilidade
como um produto da porosidade por um fator geome´trico, que
ele denominou fator de labirinto. Atrave´s de diversos experimen-
tos ele obteve valores para tal fator para va´rios materiais. Tal
fator de labirinto foi tambe´m chamado por ele de tortuosidade.
Para outros autores o inverso deste fator e´ que e´ chamado de
tortuosidade ([2] p. 99, equac¸a˜o 3.48, onde o inverso da difusi-
bilidade e´ chamado de fator de formac¸a˜o).
Van Brakel e Heertjes [1] observaram que o fator de labirinto
de Hoogschagen poderia ser obtido como a raza˜o entre a cons-
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trictividade, σ, e a tortuosidade, τ , e assim a expressa˜o definitiva





mas observou que sem uma forma independente de se obter os
treˆs paraˆmetros ρ, σ e τ , a identidade acima na˜o poderia ser ve-
rificada. Alguns valores para a tortuosidade foram obtidos por
diversos autores para figuras geome´tricas simples como seno ou
hipe´rboles de revoluc¸a˜o, mas isso na˜o representa nem de longe a
situac¸a˜o de qualquer meio poroso. Van Brakel e Heertjes sugeri-
ram que um meio pra´tico de se obter a tortuosidade seria com o
uso da porosimetria de mercu´rio [1], atrave´s da qual pode-se es-
timar a permeabilidade. Um me´todo semelhante pode ser usado
para se obter uma representac¸a˜o 3D do meio poroso [13, 14].
Consideremos agora os fatores porosidade, tortuosidade e
constrictividade. Com a excec¸a˜o da porosidade, nenhuma de-
finic¸a˜o clara ou pra´tica para essas propriedades existe. Tomando,
por exemplo, a constrictividade, existem diferentes definic¸o˜es,
como citado por Grathwohl em [15], mas todas sa˜o expresso˜es
envolvendo a raza˜o entre o diaˆmetro da mole´cula (que esta´ sendo
transportada pelo processo de difusa˜o) e o diaˆmetro do poro pelo
qual esta mole´cula passa. Qual poro? Num meio poroso existe
uma enorme variedade de poros de diaˆmetros diferentes. Algum
tipo de me´dia deve, portanto, ser tomada. Uma dificuldade se-
melhante surge tambe´m na definic¸a˜o da tortuosidade. Segundo
Grathwohl a tortuosidade e´ o quadrado da raza˜o entre o caminho
percorrido pela part´ıcula e a distaˆncia em linha reta. Mas no-
vamente temos o problema da existeˆncia de um grande nu´mero
de tais caminhos ligando pontos em lados distintos de um meio
poroso. O objetivo principal deste trabalho e´ exatamente o de
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prover meios de mostrar como se chegar aos conceitos de poro-
sidade, tortuosidade e constrictividade de forma independente,
como queriam Van Brakel e Heertjes.
No cap´ıtulo 4 e´ apresentado um modelo geome´trico desen-
volvido com o objetivo de fornecer uma definic¸a˜o precisa de
tais conceitos e ao mesmo tempo possibilitar a estimativa de
seus valores. O modelo consiste em procurar todos os caminhos
poss´ıveis, de menor comprimento, ligando pontos da base a pon-
tos do topo de uma estrutura. Esta tarefa seria imposs´ıvel de se
realizar se o sistema considerado fosse cont´ınuo, pois existiriam
infinitas trajeto´rias, visto que existem infinitos pontos tanto na
base como no topo. O modelo, no entanto, consiste de um sis-
tema de tamanho L3, onde L e´ um inteiro. O sistema possui
L3 voxels (volume pixel), que interpretamos como os pontos do
sistema. Primeiramente procuramos caminhos cuja sec¸a˜o trans-
versal e´ de apenas um voxel. Depois disso, procuramos por ca-
minhos cuja sec¸a˜o transversal possui a´rea 32, depois 52, e assim
sucessivamente ate´ que um valor seja obtido para o qual na˜o ha´
percolac¸a˜o. Para cada tal caminho obte´m-se assim as coorde-
nadas do ponto de origem na base, assim como as do ponto no
destino, no topo. Ale´m das coordenadas do ponto original na
base, tambe´m a distaˆncia total percorrida e´ estimada em cada
passo, e isto possibilita obter-se a tortuosidade desse caminho. A
constrictividade associada a cada caminho e´ fa´cil de se calcular,
pois estes caminhos tem sec¸a˜o transversal constante ao longo do
percurso. A tortuosidade final obte´m-se fazendo-se a me´dia so-
bre todos os tais caminhos. Os valores obtidos sa˜o compara´veis
aos obtidos por outros me´todos.
O me´todo e´ eficiente o bastante para tornar poss´ıvel o co-
nhecimento da tortuosidade de dezenas de milhares de sistemas
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porosos no espac¸o de apenas um dia de simulac¸a˜o. Em algumas
simulac¸o˜es determinamos a tortuosidade de mais de 106 mil sis-
temas em um computador Xeon E5-2687W, 3.1 GHz, em dois
dias de simulac¸a˜o. Cada um desses sistemas tinha dimenso˜es
301x301x301.
O algoritmo pode ser aplicado para sistemas reais desde que
uma representac¸a˜o digital do mesmo esteja dispon´ıvel. Va´rios
destes processos de representac¸a˜o digital sa˜o hoje conhecidos [13,
16], dentre eles esta˜o a tomografia em raio-X e o NMR (Nuclear
Magnetic Resonance).
Como era de se esperar a noc¸a˜o de tortuosidade tem relac¸a˜o
com a noc¸a˜o de percolac¸a˜o. Pode-se ate´ mesmo obter-se a tor-
tuosidade a partir da percolac¸a˜o como fez Jang [17, 18]. Mas
o conhecimento da tortuosidade fornece muito mais informac¸o˜es
sobre os meios porosos [19]. O conhecimento da tortuosidade
e´ de grande importaˆncia para a determinac¸a˜o de propriedades
tais como condutividade em cermet (metal ceraˆmico), perfor-
mance de pilhas (ce´lulas combust´ıveis) [20, 21], durabilidade do
concreto [17], ou propriedades mecaˆnicas do cermet [22].
Um dos modelos de sistema poroso que consideramos, po-
ros esfe´ricos, e´ obtido a partir de um cubo so´lido, cujos pontos
constituem mate´ria, do qual sa˜o extra´ıdas N esferas de modo
aleato´rio. O espac¸o que deixa de ser ocupado pelas mesmas
constitui os vazios. O sistema inverso, esferas so´lidas sobrepos-
tas, tambe´m foi analisado. O inteiro N corresponde a` quantidade
de geradores de poros, material usado para controlar a porosi-
dade do cermet, durante a sua produc¸a˜o [19]. Esse modelo e´
conhecido por queijo su´ıc¸o por razo˜es o´bvias, como o denomi-
nou Torquato [23]. No caso discreto, que e´ o considerado no
cap´ıtulo 4, ha´ ainda uma simplificac¸a˜o extra: existem poucas
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configurac¸o˜es de duas esferas que se interceptam, pois os raios
e os centros das esferas somente assumem valores inteiros, en-
quanto que para o sistema cont´ınuo, o qual foi considerado por
Torquato, existe uma infinidade de situac¸o˜es para a intersec¸a˜o
de duas esferas, ja´ que o diaˆmetro do conjunto formado por duas
esferas pode assumir qualquer nu´mero real entre 2r e 4r, onde r
e´ a raio de cada esfera. Para o caso cont´ınuo de poros esfe´ricos,
a frac¸a˜o de volume cr´ıtica (FVC) e´ 0,289 [24, 25] enquanto que
para o sistema inverso, esferas so´lidas sobrepostas, tem-se FVC
igual a 0,03 [23]. No modelo discreto e´ de se esperar que os
valores do limiar de percolac¸a˜o (Pc) sejam diferentes dos acima
citados. Os valores obtidos foram os seguintes: maiores do que
0,03 e decrescendo para esse valor a` medida que os raios das
esferas crescem para o caso das esferas so´lidas sobrepostas; me-
nores do que 0,28 e crescendo para esse valor quando os raios
crescem, para o caso de poros esfe´ricos. Devido ao aspecto dis-
creto do nosso modelo geome´trico, va´rios pontos de singulari-
dades sa˜o observados, no gra´fico da tortuosidade como func¸a˜o
da porosidade, quando aplicado aos sistemas de poros esfe´ricos
e o nu´mero de tais singularidades depende apenas do raio das
esferas que compo˜em tais sistemas. Este fenoˆmeno e´ ana´logo ao
que e´ observado na determinac¸a˜o da tortuosidade de superf´ıcie
como exposto na refereˆncia [26].
O modelo de queijo su´ıc¸o cont´ınuo e´ ana´logo ao modelo de
consolidac¸a˜o de gra˜os de Roberts e Schwartz ([14] pa´gina 26,
[27]). O modelo discreto seria mais apropriado para descrever
materiais formados por elementos de mesma geometria como os
copol´ımeros [28].
No cap´ıtulo 5 aplicamos os resultados derivados pelos me´todos
apresentados nos cap´ıtulos 3 e 4, para verificar a proposta de van
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Brakel e Heertjes. Os ingredientes ja´ esta˜o todos dispon´ıveis:
para se calcular a difusibilidade e estimar, independentemente,
os fatores geome´tricos de um sistema poroso. Veremos que, para
valores razoa´veis de porosidade, a expressa˜o para a difusibili-
dade, proposta por van Brakel e Heertjes em 1973, fo´rmula 1.6,
e´ bastante compat´ıvel com a definic¸a˜o da mesma impl´ıcita na
equac¸a˜o 1.1.
De uma forma geral esta Tese esta´ dividida em duas partes
principais: No Cap´ıtulo 3 discutimos e apresentamos modelos
relativos a` eletrodeposic¸a˜o, sem convecc¸a˜o. Nos Cap´ıtulos 4 e




2 O sistema poroso
Com a finalidade de aplicar o me´todo de determinac¸a˜o da di-
fusibilidade para os mais diversos conjuntos de meios porosos
poss´ıveis levamos em considerac¸a˜o os seguintes modelos de sis-
temas porosos:
(i) sistema livre de obsta´culos,
(ii) sistema no qual o u´nico obsta´culo e´ um cilindro de raio r,
(iii) Sistema cu´bico : sistema no qual algumas camadas de es-
feras (que na realidade sa˜o aglomerados de voxels, ou seja,
pequenos cubos) esta˜o colocadas na base do recipiente, e
sobre esta as demais, cada qual disposta exatamente sobre
as que esta˜o embaixo.
(iv) BCC : sistema no qual a camada inferior e´ exatamente
como no caso (iii), e a segunda camada tem esferas coloca-
das exatamente nas depresso˜es da camada imediatamente
inferior, e assim sucessivamente.
(v) Poros esfe´ricos: a partir de um bloco so´lido, de forma
cu´bica, sa˜o retiradas esferas de posic¸o˜es escolhidas aleato-
riamente. Isto e´, dado um paralepipedo cujos pontos repre-
sentam a mate´ria, sa˜o escolhidos aleatoriamente N pontos,
cn, deste paralelep´ıpedo e tambe´m N raios (r1 ≤ rn ≤ r2).
Para cada n, os pontos que constituem a esfera de cen-
tro cn e raio rn sa˜o retirados do cubo, gerando assim os
espac¸os vazios deste cubo.
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(vi) Esferas so´lidas sobrepostas: sistema complementar ao an-
terior, i.e., as esferas passam a ser mate´ria e aqueles pontos
que eram mate´ria passam a ser vazios.
Na figura 1 mostramos uma representac¸a˜o dos quatro u´ltimos
sistemas. Isto e´, no entanto, apenas uma aproximac¸a˜o, pois no
nosso caso as esferas, que sa˜o retiradas do cubo, sa˜o compos-
tas de pontos de coordenadas inteiras (voxels). Nosso modelo,
portanto, consiste de cubos unita´rios como na figura 2, sendo
o mesmo considerado por Quintard [29]. Nesta figura (b) ve-
mos um cubo (recipiente) dentro do qual se encontra o cilindro
inclinado, composto por cubos unita´rios. O inverso deste cilin-
dro tambe´m e´ formado por cubos unita´rios, que compo˜em os
espac¸os vazios. Para distinguir os dois tipos de cubos unita´rios,
atribu´ımos um valor nume´rico, indicando se e´ espac¸o vazio ou
mate´ria. Estes valores sa˜o lidos de um arquivo texto, acessado
pelo programa que ira´ implementar nossos modelos, no in´ıcio da
sua execuc¸a˜o. Isso facilita a alterac¸a˜o do sistema poroso sem a
necessidade de se modificar o programa, bastando para isso edi-
tar um arquivo texto antes de se executar o procedimento. Em
nossas simulac¸o˜es o tamanho do cubo recipiente tem dimensa˜o
mı´nima 50x50x50, que, como observou Quintard [29], ja´ garante
uma boa aproximac¸a˜o para os resultado produzidos.
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Figura 1 – Sistema poroso. Parte superior: cu´bico simples na
figura da esquerda e bcc na figura da direita. Parte
inferior: Esferas so´lidas sobrepostas no lado esquerdo
e poros esfe´ricos no lado direito. Reproduzidos das
refereˆncias [30, 31]
.
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Figura 2 – Vemos em b a representac¸a˜o discreta do cilindro em
a. Note que os elementos sa˜o pequenos cubos (que
chamamos de voxel). Extraido da refereˆncia [29].
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3 Eletrodeposic¸a˜o
A situac¸a˜o f´ısica que queremos aqui modelar consiste de uma
cuba eletrol´ıtica, submersa dentro da mesma se encontram dois
eletrodos. Entre esses eletrodos havera´ troca de ı´ons, quando
for aplicado uma diferenc¸a de potencial externa. Assumimos
que na˜o ha´ convec¸a˜o e, portanto, o processo de difusa˜o e´ o u´nico
responsa´vel pela transfereˆncia de massa. Imaginemos, para fa-
cilidade do modelo, que um dos eletrodos se encontra na base
do recipiente, e que o outro se encontra acima, infinitamente
distante da base.
Difusibilidade e´ a medida da capacidade de um meio de trans-
portar mate´ria que se encontra difusa em um fluido. Esse trans-
porte pode ocorrer de diferentes modos envolvendo convecc¸a˜o,
difusa˜o, ou ambos. Estamos aqui apenas interessados no trans-
porte de mate´ria que se encontra dissolvida em um fluido. O
fluido encontra-se em repouso e, portanto, na˜o ha´ convecc¸a˜o.
A difusa˜o e´ o responsa´vel pelo transporte. Existem treˆs dife-
rentes processos de difusa˜o: normal ou de Fick, o de Knudsen
[32], e difusa˜o de superf´ıcie. No primeiro, os choques acontecem
principalmente entre part´ıculas, no segundo entre part´ıculas e as
paredes do recipiente e no terceiro caso as part´ıculas sa˜o primei-
ramente adsorvidas na superf´ıcie e, a seguir, sujeitas a` difusa˜o
nessa superf´ıcie. Nos casos em que a porosidade e´ muito baixa
a difusa˜o do tipo Knudsen e´ dominante.
Va´rios me´todos existem para se medir a difusibilidade em
labora´torio. Todos consistem em se medir a taxa de transfereˆncia
de mate´ria. Indiretamente e´ o que faremos tambe´m.
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O modelo consiste em simular difusa˜o e reac¸a˜o. Para o pro-
cesso de difusa˜o utilizamos uma versa˜o discreta da primeira lei
de Fick
~J = −D ~∇C , (3.1)
onde ~J e´ o fluxo de mate´ria. Como no caso discreto considerado,
temos fluxo apenas atrave´s das seis faces de um cubo a, esta
equac¸a˜o se escreve como
Jb = D (Ca − Cb) , (3.2)
Figura 3 – Um cubo (em vermelho) e seus seis vizinhos.
onde Jb representa o fluxo na direc¸a˜o b do cubo. O valor da
concentrac¸a˜o (que representa o material sendo transportado) no
cubo que se encontra na posic¸a˜o b, e´ atualizado somente se Jb for
positivo e, naturalmente, neste caso o valor da concentrac¸a˜o em
a e´ diminu´ıdo de igual quantidade. Isso garante a conservac¸a˜o
de mate´ria (concentrac¸a˜o), desde que o valor de D seja menor
que 1/6.
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Modelar a reac¸a˜o na˜o e´ ta˜o fa´cil como a difusa˜o. Em parte
porque nenhuma relac¸a˜o simples como acima existe descrevendo
o crescimento para cada ponto isolado do eletrodo. Interpre-
tando a concentrac¸a˜o como a probabilidade de haver reac¸a˜o e
considerando que os elementos do eletrodo agem apenas como re-
ceptores de mate´ria provenientes da difusa˜o (e na˜o cedem mate´ria
aos vizinhos) obtemos um modo de crescimento simplificado.
Para cada elemento da superf´ıcie do eletrodo e´ escolhido um
nu´mero aleato´rio entre 0 e 1; proporcional ao mesmo, recebe
este elemento mate´ria daquele imediatamente acima, e se a con-
centrac¸a˜o acumulada neste elemento atinge um valor limite acon-
tece uma reac¸a˜o, quer dizer, este elemento passa a fazer parte
do substrato e o elemento imediatamente acima passa a ser o
novo elemento naquela posic¸a˜o da superf´ıcie. Os detalhes do
algoritmo sa˜o descritos a seguir.
3.1 Descric¸a˜o do modelo
O me´todo computacional foi implementado na linguagem C. Ini-
cialmente e´ alocado um bloco cont´ıguo de memo´ria RAM sufici-
ente para todos os elementos de um paralelep´ıpedo, de base L2
e altura H, que representa o recipiente no qual se encontram os
ı´ons em soluc¸a˜o. Cada elemento do fluido e´ representado por um
cubo elementar e a ele temos associado um conjunto de dados:
posic¸ao (x,y,z), atributo e concentrac¸a˜o. O atributo na˜o e´ outra
coisa sena˜o um nu´mero, mas esse nu´mero especifica a natureza
do espac¸o, representado pelo cubo elementar definido nesse lu-
gar; assim atributo pode ser fronteira (ou obsta´culo), substrato
ou fluido. Se o atributo for fluido enta˜o a este elemento e´ as-
sociado inicialmente um valor de concentrac¸a˜o C0, o que vale
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para todos os elementos do fluido como condic¸a˜o inicial, com
excec¸a˜o daqueles s´ıtios que se encontram nas treˆs camadas mais
pro´ximas ao substrato (eletrodo), que adotamos como camada
de Helmholtz. Na camada mais pro´xima ao eletrodo o valor da
concentrac¸a˜o, α, e´ escolhido aleatoriamente entre zero e 3C0.
De forma similar, atribu´ımos um valor entre zero e 2C0 para a
camada seguinte e, finalmente, um valor entre zero e C0 para a
pro´xima camada. Isto esta´ ilustrado na figura 4.
Figura 4 – Concentrac¸a˜o nas treˆs camadas inferiores.
Do ponto de vista nume´rico essa prescric¸a˜o e´ feita para se
evitar anomalias na corrente, nos tempos iniciais, ocorrendo em
um intervalo de tempo necessa´rio para se estabelecer uma boa
transic¸a˜o entre reac¸a˜o e difusa˜o. Embora essa suposic¸a˜o parec¸a
exo´tica ela se justifica pelo fato de ser, em sistemas reais, a
camada de Helmholtz, uma regia˜o do espac¸o onde os ı´ons se
encontram despidos de suas camadas de solvatac¸a˜o ou as car-
regam de forma fra´gil, isto e´, com ligac¸o˜es qu´ımicas (tipo van
der Waals) enfraquecidas. Portanto, e´ de se imaginar que a den-
sidade de ı´ons na soluc¸a˜o possa estar alterada nessa diminuta
mas importante regia˜o espacial onde os gradientes de potencial
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qu´ımico sa˜o muito mais importantes que os gradientes de con-
centrac¸a˜o. Outras tais anomalias podem surgir se na˜o houver
pontos de nucleac¸a˜o em nu´mero suficiente nos instantes iniciais
do processo de deposic¸a˜o. Lembramos que pontos de nucleac¸a˜o
sa˜o aqueles pontos que se encontram sobre a superf´ıcie do ele-
trodo e que esta˜o eletricamente ativos, isto e´, apresentam um
estado de carga que permite a transfereˆncia de ele´trons desde o
substrato a um ı´on em suas proximidades. Eles sa˜o, em u´ltima
ana´lise, pontos de descontinuidade ele´trica localizados sobre a
superf´ıcie, que funcionam como os pontos de nucleac¸a˜o em um
processo de condensac¸a˜o de vapor sobre interfaces so´lidas. Os
pontos de nucleac¸a˜o, no presente estudo, sa˜o escolhidos aleatori-
amente ao se iniciar a rotina, sendo o seu nu´mero um paraˆmetro
de entrada. Neste modelo consideramos que todo novo material
adicionado ao eletrodo e´ um ponto ativo e, portanto, a partir
de certo instante todos os pontos da nova superf´ıcie sa˜o pontos
de nucleac¸a˜o. Efetivamente, a medida que o tempo evolui repre-
sentamos o eletrodo por uma func¸a˜o h(x,y) que indica a altura
do mesmo em relac¸a˜o a` sua posic¸a˜o original, ou seja, h(x,y) e´
a altura em que se encontra a superf´ıcie de material depositado
que evolui para o interior do sistema.
A dinaˆmica do modelo consiste das seguintes etapas: di-
fusa˜o, que acontece no bulk da soluc¸a˜o, e reac¸a˜o, que acontece
na superf´ıcie do eletrodo e causa o crescimento do mesmo. Por-
tanto, a func¸a˜o h(x,y) acima seria mais apropriadamente repre-
sentada por h(t,x,y) pois ela muda com o tempo.
A difusa˜o e´ bastante simples de se modelar. Usamos a pri-
meira lei de Fick, equac¸a˜o 3.1, que no presente caso e´ compu-
tada examinando-se apenas os seis vizinhos mais pro´ximos de
cada elemento do fluido. Assim, sejam Ca a concentrac¸a˜o do
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elemento em questa˜o e Cb a concentrac¸a˜o de seu vizinho. Se a
diferenc¸a Ca−Cb for positiva enta˜o o elemento em questa˜o cede
ao vizinho a quantidade de mate´ria
D (Ca − Cb) .
Caso esta diferenc¸a seja negativa o elemento atual na˜o re-
cebe mate´ria do vizinho pois isto sera´ feito quando este vizinho
for analisado. A ordem como todos os elementos sa˜o analisa-
dos na˜o importa, pois as atualizac¸o˜es de concentrac¸a˜o somente
acontecem numa segunda passagem.
Este procedimento e´ realizado para os seis vizinhos mais
pro´ximos e, para poder controlar a concentrac¸a˜o corrigida, asso-
ciamos a cada elemento de fluido na˜o apenas uma concentrac¸a˜o,
mas duas: uma atual (que se encontra no momento em que se
procede ao exame) e uma futura (que sera´ a resultante do pro-
cesso de ana´lise de todos os elementos de fluido do sistema em
uma unidade de tempo nume´rico, MCS). Apo´s essa lei ter sido
aplicada a todo o recipiente, atualizamos os valores da concen-
trac¸a˜o para cada elemento e, somente apo´s isso incrementamos o
tempo em uma unidade de MCS (Monte Carlo Step). Portanto,
pode-se dizer, que o intervalo de tempo no presente modelo e´ o
tempo requerido para um elemento de flu´ıdo perceber que ha´ um
gradiente de concentrac¸a˜o, o que requer a operac¸a˜o de difusa˜o.
Obviamente, se um elemento vizinho faz parte da fronteira (se e´
caracterizado pelo atributo que identifica o elemento de espac¸o
como sendo de fronteira) ou de um obsta´culo, a esse elemento
na˜o sera´ cedido qualquer ı´on. Consideramos que todos os pontos
de fronteira sa˜o eletricamente inertes e, portanto, na˜o exercem
nenhuma interac¸a˜o com os elementos do flu´ıdo. Estes, por sua
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vez, conteˆm ı´ons em estados solvatados e sa˜o consequentemente
neutros.
A reac¸a˜o acontece na camada imediatamente cont´ıgua ao ele-
trodo, i.e, aquela que tem a coordenada z igual a h+1, a qual
admite um processo de difusa˜o exclusivamente lateral ou para
cima. O procedimento descrito acima, acerca da difusa˜o, e´ re-
alizado a partir dos pontos desta camada, os mesmos incluidos,
em direc¸a˜o ao bulk. Na direc¸a˜o vertical para baixo, os elementos
desta camada apenas cedem mate´ria ao substrato, o que carac-
teriza a reac¸a˜o.
A reac¸a˜o acontece do seguinte modo: se o elemento abaixo
for ativo (isto sempre acontece se h > 1, ou seja, quando ja´
existe uma cobertura meta´lica do substrato de forma que as car-
gas movem-se livremente sobre esse depo´sito) enta˜o e´ escolhido
um valor aleato´rio α entre 0 e 1 de tal maneira que a quanti-
dade de ı´ons transferidos sera´ αRCa, onde Ca e´ o valor da carga
(concentrac¸a˜o de ı´ons) do elemento em questa˜o e R a taxa de
reac¸a˜o. A nova concentrac¸a˜o do elemento analisado e´ atualizada
(subtra´ıda a parte cedida). Isto e´ feito para todos os pontos
que se encontram nessa camada. A etapa seguinte consiste em
analisar os pontos sobre o eletrodo e verificar quais receberam
material acumulado superior a` densidade que vale C1, o que jus-
tifique um crescimento vertical para cima. Resumindo: as treˆs
etapas, reac¸a˜o, difusa˜o e crescimento, sa˜o realizadas em ciclo,
iniciando-se com a reac¸a˜o.
Ainda falta descrever o modo de crescimento, i.e., a maneira
de se incrementar o valor de h(x, y). Esta e´ a parte mais com-
plexa do modelo e mostrou-se uma tarefa dif´ıcil de se imple-
mentar. Diversos modos de crescimento foram testados e, no
que segue, vamos descrever em detalhes apenas dois deles. Os
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modelos simulam apenas crescimento vertical.
3.2 Modo de crescimento um
Ao ser verificado o crescimento, o eletrodo e´ percorrido duas
vezes:
(i) Na primeira vez cada elemento do eletrodo tem o valor de
h(x,y) incrementado de uma unidade (i.e., o substrato se
desloca de uma unidade) cada vez que este elemento atinge
o limite de acu´mulo de mate´ria que mencionamos acima e,
ale´m disso, os vizinhos mais pro´ximos desse ponto passam
a ser considerados ativos (tornam-se pontos de nucleac¸a˜o)
se ainda na˜o o forem, ou podem ser incrementados para a
posic¸a˜o original do elemento central, h(x,y).
(ii) No segundo exame do eletrodo, para cada elemento e´ cal-
culado o valor me´dio de h(x,y) dos quatro vizinhos mais
pro´ximos. Se o valor de h(x0, y0) do elemento em questa˜o
for menor do que essa me´dia este elemento passa a ocupar
o valor me´dio.
A escolha da condic¸a˜o (i) foi feita levando-se em conta apenas
a intenc¸a˜o de simular um crescimento plano para o eletrodo, pelo
menos localmente. No entanto, isso esta´ longe de garantir cres-
cimento plano globalmente, como se pode observar pelas duas
imagens do mostradas na figura 5. Se isto acontesse na˜o haveria
necessidade de se impor a condic¸a˜o (ii). O efeito desta u´ltima
e´ de diminuir a rugosidade do eletrodo, sem o qual o tempo de
execuc¸a˜o do algoritmo se tornaria proibitivo.
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Figura 5 – Perfil da superf´ıcie do eletrodo para o modo de cres-
cimento um. Em a o eletrodo se encontra dentro do
sistema poroso e, em b acima deste sistema e dentro
do bulk.
Do ponto de vista computacional este modo de crescimento
tem a vantagem de permitir resultados ra´pidos mesmo em siste-
mas bastante grandes, com bilho˜es de elementos.
3.3 Modo de crescimento dois
Neste modo o eletrodo e´ percorrido treˆs vezes:
(i) Durante a primeira passagem pelos pontos do eletrodo,
aqueles que sa˜o caracterizados por um h(x,y) mais elevado
que o de seus vizinhos, cedem seus ı´ons para os vizinhos,
proporcionamente a` diferenc¸a de altura entre eles.
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(ii) Quando um ponto de nucleac¸a˜o recebe ı´ons suficientes (C1)
ele tem o valor de h(x,y) acrescido de tantas unidades
quantos forem os multiplos de C1 acumulados.
(iii) Examinamos uma terceira vez o eletrodo e calculamos,
para cada elemento, o valor me´dio de h(x,y) dos quatro vi-
zinhos mais pro´ximos. Se o valor de h(x0, y0) do elemento
em questa˜o for menor do que essa me´dia este elemento
passa a ocupar esse valor me´dio.
Embora a nova condic¸a˜o (i) agora parec¸a implicar na na˜o
existeˆncia de pontos no eletrodo mais altos que seus vizinhos,
e consequentemente um crescimento mais uniforme do eletrodo,
temos neste segundo modo dois a ocorreˆncia do oposto, pois
como veremos nos resultados, mostrados na figura 6 (pa´gina 43),
a rugosidade do eletrodo agora cresce indefinidamente.
Este procedimento produz diversos resultados. Um deles e´
o valor de H-ma´ximo como func¸a˜o do tempo. A estimativa de
H-ma´ximo para cada passagem de tempo e´ crucial para uma
reduc¸a˜o significativa do tempo de execuc¸a˜o do programa, pois a
verificac¸a˜o da troca de mate´ria (difusa˜o) entre os elementos do
fluido apenas precisa ser verificada na regia˜o que vai desde a su-
perf´ıcie do substrato ate´ a altura que chamamos de H-ma´ximo.
Isto representa a altura do flu´ıdo, a partir da qual ainda na˜o
houve alterac¸a˜o no valor da concentrac¸a˜o em consequeˆncia das
perturbac¸o˜es que esta˜o acontecendo perto do eletrodo. Isso pode
reduzir o tempo de execuc¸a˜o em milhares de vezes, dependendo
do tamanho da matriz tridimensional usada. Outro resultado
produzido e´ o valor de h-me´dio, que na˜o tem relac¸a˜o direta com
o H-ma´ximo anterior, pois aqui trata-se apenas do valor me´dio
de h(x,y) que determina, ponto a ponto, a altura do eletrodo.
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Considerando que a func¸a˜o h(x,y,t) representa um processo es-
toca´stico e´ natural tratarmos de sua flutuac¸a˜o me´dia quadra´tica
em torno do seu valor me´dio. Essa grandeza, que e´ conhecida
tambe´m pelo nome de dispersa˜o ou ainda rugosidade, e´ outra
informac¸a˜o gerada, assim como a coordenada z do ponto mais
baixo do eletrodo. Ainda determinamos nesse processo o valor
da corrente, que esta´ associada a` totalidade da mate´ria transfe-
rida durante as reac¸o˜es.
3.4 Resultados nume´ricos
Numerosas simulac¸o˜es computacionais foram por no´s realizados,
nos quais foram testados diversos valores dos paraˆmetros, assim
como variados sistemas porosos. No que segue mostramos, para
fins de comparac¸a˜o, os resultados de simulac¸o˜es realizadas em
um meio livre e outro meio poroso espec´ıfico. O meio poroso
consiste de um sistema composto por quatro camadas de esfe-
ras colocadas na base de um recipiente, dispostas em geometria
BCC.
Inicialmente mostramos, na figura 6, os resultados obtidos
em um sistema livre, de dimenso˜es: base 300x300 e altura 3000.
Os seguintes paraˆmetros foram usados: C0 = 0.8, C1 = 1.82 e
R = 0.072. Na figura 6-A e´ mostrado um gra´fico da densidade de
corrente versus tempo (MCS). Um resultado que ja´ e´ conhecido
([33, 34]), e aqui e´ apresentado para indicarmos o modo de se
determinar o coeficiente de difusa˜o efetivo, que sera´ levado a
efeito posteriormente.
Os pontos a e b nos gra´ficos indicam o primeiro mı´nimo e
o primeiro ponto a partir do qual a corrente se estabiliza, res-
pectivamente. A existeˆncia do ponto a e´ consequeˆncia do fato
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de haver crescimento do eletrodo. Ele acontece a partir do mo-
mento em que o ponto me´dio do eletrodo tem seu valor de h(x,y)
maior do que 1. O ponto b ocorre a partir do instante em que o
ponto inferior (mı´nimo da func¸a˜o h(x,y)), do eletrodo deixa de
ser zero, e isso acontece, no caso do meio livre, exatamente no
momento em que o valor da disperc¸a˜o e´ ma´ximo.
A seguir mostramos, na figura 7-A, a densidade de corrente
fornecida pela mesma simulac¸a˜o, usando um sistema de mes-
mas dimenso˜es, pore´m agora contendo quatro camadas de es-
feras, com 9 nove esferas em cada camada, a partir da base.
Cada esfera tem raio 50, portanto, composta de aproximada-
mente 500.000 voxels. Os paraˆmetros utilizados sa˜o os mesmos
e o resultado esta´ mostrado na figura 7. Os pontos a e b, equi-
valentes ao do gra´fico anterior, esta˜o tambe´m indicados nesse
gra´fico. O ponto b ocorre no instante em que o valor inferior
do eletrodo se encontra no topo do meio poroso, i.e., no mo-
mento em que todo o meio poroso se encontra preenchido pelo
material depositado, o que pode ser verificado examinando-se o
valor inferior do eletrodo. Indicamos na figura 8 o me´todo como
determinamos o valor de tb
O comportamento da densidade de corrente, J(t), durante
o intervalo de tempo entre ta e tb, das coordenadas do tempo
referentes aos pontos a e b, respectivamente, caracteriza o meio
poroso. Estes valores sera˜o usados como refereˆncia para tomar-






J(t) dt . (3.3)
Na figura 9 apresentamos os resultados da mesma simulac¸a˜o,
agora para o modo de crescimento dois. Nesse caso os paraˆmetros
usados foram C0 = 0.8, C1 = 0.82 e R = 0.02. Na˜o indicamos
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aqui os pontos a e b correspondentes, porque na˜o usaremos este
modo de crescimento para determinar a difusibilidade. Enfati-
zamos aqui apenas que, para este modo de crescimento a relac¸a˜o
entre os valores me´dios da densidade de corrente, e o coeficiente
de difusa˜o, na˜o e´ linear como no modo de crescimento um. Ob-
servamos que, embora o sistema poroso seja exatamente como
o anterior, com quatro camadas de esferas, no gra´fico da den-
sidade de corrente e´ poss´ıvel distinguir apenas duas camadas,
diferentemente do modelo de crescimento um no qual todas se
apresentam. Isto se deve ao crescimento bastante irregular da
superf´ıcie do eletrodo, o que se pode observar na figura 8-B.
Nesta figura esta´ mostrado a evoluc¸a˜o temporal da rugosidade
do eletrodo. Vemos que o crescimento irregular acontece mesmo
fora do meio poroso.
A inexisteˆncia de algumas camadas de esferas no gra´fico da
densidade de corrente, indicada por um menor nu´mero de picos
do que o nu´mero de camadas, foi observado em experimentos
reais, por Sapoletova e colaboradores [35]. Nesse artigo, pagina
15417,
”It is worth noting that observation
of the oscillations is possible only if
the following conditions are fulfilled
simultaneously: (1) a high quality of
colloidal template, and (2) a uniform
front of the metal growth along the en-
tire film surface.”
Na figura 10 apresentamos, para efeito de comparac¸a˜o, um
gra´fico da corrente obtida experimentalmente Sapoletova e cola-
boradores [35].
Dentre os diversos modos de crescimento que experimenta-
mos, gostar´ıamos de registrar ainda o modo planar. Esse modo
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de crescimento revela mais detalhes geome´tricos do que os ou-
tros modos, como se ver na figura 11. Nessa figura se encontra a
densidade de corrente versus tempo, para um sistema BCC com
treˆs camadas de esferas. Nesse modo de crescimento usamos a
espessura do camada depositada como unidade de tempo, pois o
MCS mostrou-se inapropriado. A pequena estrutura de dois pi-
cos observado nessa figura e´ a mesma vista nos trabalhos [36, 37]
e e´ devido essencialmente a` disposic¸a˜o das camadas de esferas
no sistema BCC.
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Figura 6 – (A) Densidade de corrente versus tempo para um
sistema livre. Os pontos a e b indicam, o primeiro
mı´nimo e o primeiro ponto a partir do qual a corrente
se estabiliza, respectivamente. (B) Rugosidade da su-
perf´ıcie do eletrodo, w, versus o tempo (t) em unida-
des de MCS. Valores utilizados: C0 = 0.8, C1 = 1.82
e R = 0.072. A rugosidade se estabiliza devido a`
condic¸a˜o de relaxac¸a˜o.
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Figura 7 – (A) Densidade de corrente versus tempo para o sis-
tema BCC. Os pontos a e b indicam, o primeiro
mı´nimo e o primeiro ponto a partir do qual a corrente
se estabiliza, respectivamente. (B) Rugosidade da su-
perf´ıcie do eletrodo, w, versus o tempo (t) em unida-
des de MCS. Valores utilizados: C0 = 0.8, C1 = 1.82
e R = 0.072.
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Figura 8 – (A) Alturas da camada de difusa˜o para o modo de
crescimento um. A reta horizontal indica a altura
do topo da camada de esferas. A intersec¸a˜o desta
reta com a curva inferior determina o valor de tb.
(B) Alturas da camada de difusa˜o para o modo de
crescimento dois.
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Figura 9 – (A) Densidade de corrente versus tempo para o modo
de crescimento dois, sistema BCC, com quatro cama-
das. Apenas duas camadas sa˜o identificadas. (B)
Rugosidade da superf´ıcie do eletrodo, w, versus o
tempo (t) em unidades de MCS. Valores utilizados:
C0 = 0.8, C1 = 0.82 e R = 0.02.
3.4. Resultados nume´ricos 51
Figura 10 – Perfil da densidade de corrente experimental, re-
sultado da eletrodeposic¸a˜o de Ni em matriz de 10
camadas de esferas. Reproduzido da refereˆncia [35].
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Figura 11 – Perfil da densidade de corrente do nosso modelo
com crescimento planar de todo o eletrodo. O tempo
(t) aqui e´ a espessura da camada depositada. Note
que esse resultado e´ semelhante ao obtido nas re-
fereˆncias [36, 37].
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4 Tortuosidade e constrictivi-
dade
Neste cap´ıtulo apresentamos as noc¸o˜es de porosidade, constricti-
vidade e tortuosidade de um ponto de vista computacional mas
sem perder de vista as ideias intuitivas que estes termos sugerem.
Com excec¸a˜o possivelmente da porosidade, os outras dois
conceitos teˆm definic¸o˜es bastante obscuras na literatura. Mesmo
a porosidade, que e´ a porcentagem do volume dos espac¸os vazios
em relac¸a˜o ao volume total do ambiente, e´ discut´ıvel se conside-
rarmos a situac¸a˜o ilustrada na figura 12.
Figura 12 – Exemplo de matriz porosa. Para a part´ıcula x todo
o espac¸o vazio esta´ dispon´ıvel, enquanto que para a
part´ıcula y esse espac¸o e´ mais restrito.
A regia˜o entre as esferas a,b,c,d e e, na˜o esta´ dispon´ıvel para a
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part´ıcula (y), enquanto que e´ acess´ıvel para part´ıculas menores,
como a (x). Ao se medir a porosidade na pra´tica, que consiste
em preencher os espac¸os vazios com um flu´ıdo, geralmente ga´s,
na˜o se e´ levado em conta as regio˜es que sa˜o inacess´ıveis ao ga´s,
enquanto que a medida da mesma utilizando o modelo presente
leva em conta todos os espac¸os vazios, ate´ mesmo se estes es-
tiverem no interior das esferas. Para evitar essa situac¸a˜o, ao
construirmos nossos meios porosos, somente consideramos esfe-
ras compactas, o que e´ inconveniente do ponto de vista com-
putacional, pois todos os voxels que compo˜em as esferas devem
estar presentes no arquivo texto que define os pontos materiais,
fazendo-o crescer consideravelmente. Mas a situac¸a˜o prevista na
figura 12, na qual existem regio˜es vazias inacess´ıveis para o fluido
e´ ignorada, e o espac¸o entre tais esferas e´ levado em conta no
ca´lculo da porosidade. O mesmo foi observado por Grathwohl
[15]. A porosidade estimada em nosso modelo na˜o e´, portanto,
a porosidade efetiva descrita nas refereˆncias [38] e [39]. Estes
casos excepcionais sa˜o mais prova´veis de ocorrerem quando a
porosidade e´ muito baixa.
A fim de facilitar a compreensa˜o dos conceitos de porosidade
e tortuosidade observemos a figura 13. Aqui temos um recipi-
ente de volume total VT , dentro do qual temos o meio poroso.
Os pontos materiais sa˜o indicados em cor preta. Os espac¸os va-
zios (poros) sa˜o os pontos em branco cujo volume total e´ Vb. A
porosidade e´ definida como a raza˜o ρ = VbVT . Nesta figura indica-
mos um ponto superior x e outro inferior y. Ligando esses dois
pontos temos uma curva em vermelho cujo comprimento seja Lc
e temos ainda um segmento reto de comprimento Lr. A tortu-





. A tortuosidade do
meio poroso e´ a me´dia das tortuosidades de todos tais caminhos
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Figura 13 – Sistema poroso.
ligando pontos superiores a pontos inferiores.
Segundo a definic¸a˜o usual, intuitiva, o conceito de constric-
tividade depende da raza˜o entre o diaˆmetro da part´ıcula e o
diaˆmetro do poro. Procedendo como Grathwohl [15], seja λp
este quociente. Grathwohl cita diversas formas distintas, obti-
das empiricamente por diversos autores ([40, 41, 42, 43],mesma
ordem das fo´rmulas abaixo) para definir a constrictividade, que
transcrevemos a sequir:
σ = (1− λp)2(1− 2.104λp + 2.09λ3p − 0.95λ5p) ,
σ = (1− λp)4 ,
σ = exp(−4.6λp) ,
σ = 1.03 exp(−4.5λp) .
(4.1)
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Figura 14 – Constrictividade (σ) versus λp, onde λp e´ a raza˜o
entre o diaˆmetro da part´ıcula e o do poro. Curvas
a,b,c e d, obtidas nas refereˆncias [40, 41, 42, 43].
A curva g e´ a proposta do presente trabalho, dada
pela equac¸a˜o 4.2.
Observamos na figura 14 que quanto maior for o diaˆmetro
da part´ıcula em relac¸a˜o ao diaˆmetro do poro, i.e., quanto mais
constrito e´ o poro para a passagem da part´ıcula, menor e´ o va-
lor da constrictividade! O nome constrictividade na˜o e´ de fato
apropriado pelo que ele descreve, pois ele soa como a medida de
qua˜o estreito sa˜o os espac¸os e, no entanto, ele mede exatamente
o contra´rio: qua˜o abertos sa˜o estes espac¸os.
O problema com todas estas expresso˜es propostas acima para
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a constrictividade e´ que elas na˜o refletem nenhuma proprie-
dade geome´trica do meio poroso. Elas foram obtidas de modo
emp´ırico, indiretamente atrave´s do ca´lculo da difusibilidade e
escolhidas com o u´nico propo´sito de se verificar a expressa˜o 1.6.
Vamos continuar seguindo a proposta de Van Brakel e Heertjes
de se obter os paraˆmetros porosidade, tortuosidade e constricti-
vidade de modo independente. Propomos assim que a constricti-
vidade deva representar uma quantidade ana´loga a` porosidade,
pore´m em duas dimenso˜es. Note que a porosidade mede uma
raza˜o entre volumes, a constrictividade deve porquanto medir a
raza˜o entre a´reas. Assim ela deve ser a porcentagem da a´rea
livre na sec¸a˜o transversal do poro excluindo-se a a´rea da sec¸a˜o




= 1− λ2p , (4.2)
onde ∆l e ∆p sa˜o os diaˆmetros do poro e da part´ıcula, respecti-
vamente.
Para efeito de comparac¸a˜o esta˜o mostradas na figura 14 as
diversas expresso˜es para a constrictividade. A que se refere a`
nossa proposta, equac¸a˜o 4.2, e´ a curva superior (g), que difere
em larga escala das outras curvas, para valores de λp longe de
zero. Entretanto, esses valores de λp sa˜o excec¸o˜es, pois para
valores usuais de porosidade o tamanho das part´ıculas e´ muito
menor do que as dimenso˜es do poro e, portanto, o valor usual de
λp esta´ perto do zero, e neste caso a diferenc¸a entre as func¸o˜es
na˜o e´ assim ta˜o acentuada.
Vamos apresentar agora um modelo geome´trico que nos per-
mite dar uma noc¸a˜o mais adequada para as quantidades tortu-
osidade e constrictividade.
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Consideremos um paralelep´ıpedo de lados M,N,H. Dentro
do mesmo se encontram pontos materiais e espac¸os vazios. O
me´todo consiste essencialmente em determinar todos os cami-
nhos que ligam a face inferior (base) a` face superior do cubo
(topo) atrave´s dos espac¸os vazios, e que teˆm sec¸a˜o transver-
sal uniforme, ao longo de todo o percurso, de diaˆmetro fixo.
Em outras palavras, estamos procurando por tu´neis dentro dos
quais as part´ıculas se deslocam. Inicia-se buscando os caminhos
cuja sec¸a˜o transversal tenha o diaˆmetro de uma u´nica partıcula,
r = 1. Se na˜o houver tal caminho, enta˜o na˜o existe percolac¸a˜o
entre a base e o topo. Isto ocorre, por exemplo, se a porosidade
for muito baixa. Havendo tal caminho passa-se a procurar os ca-
minhos com r = 2, e assim sucessivamente, ate´ que encontremos
um valor de r para o qual nenhum caminho aberto existe. Para
cada r, determinamos o valor da tortuosidade associada a cada
caminho encontrado, e tambe´m da constrictividade do seguinte
modo:
• Para cada ponto do topo que e´ o final de um dos cami-
nhos anteriormente descritos, tem-se informac¸a˜o acerca da
distaˆncia total do percurso assim como do ponto de origem
na base. Dividindo-se essa distaˆncia percorrida pelo com-
primento do segmento de reta desde o ponto no topo ate´
o ponto de origem na base temos um certo valor t ≥ 0. A
tortuosidade e´ o quadrado deste valor: τ = t2 [15]. Esta e´
a tortuosidade de um u´nico caminho. O valor da tortuosi-
dade, de cada caminho encontrado, e´ armazenado, para o
ca´lculo posterior da sua me´dia.
• para se determinar o valor da constrictividade de um u´nico
caminho, utilizamos a nossa definic¸a˜o 4.2 e podemos mos-
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trar que, nesse caso,
σ = 1.0− 1
(2r + 1)2
,
onde r e´ o raio em questa˜o e 2r + 1 e´ o lado do quadrado
que e´ a sec¸a˜o transversal do caminho. Nenhuma me´dia
precisa ser tomada no caso da constrictividade, pois todos
os caminhos teˆm a mesma sec¸a˜o transversal.
Ao final do u´ltimo valor de r, e´ computada a me´dia das tor-
tuosidades de todos os caminhos encontrados, para todos raios,
enquanto que o valor de constrictividade adotado para o sistema
e´ o valor ma´ximo de σ para o qual houve percolac¸a˜o.
O algoritmo que implementa este modelo esta´ detalhado no
Apeˆndice A desta Tese. Devido a limitac¸o˜es de memo´ria, conse-
guimos implementar nossos ca´lculos usando cubos de no ma´ximo
L=1500; nesse caso a memo´ria RAM necessa´ria utilizada foi de
cerca de 64 Gigabytes.
No que segue vamos descrever a estrutura geral e a dinaˆmica
do algoritmo. A estrutura ba´sica, denominada de ce´lula, conte´m
as informac¸o˜es necessa´rias para a implementac¸a˜o do algoritmo.
Cada elemento (ce´lula) possui um atributo, que e´ utilizado para
se poder controlar a dinaˆmica das listas. O valor nume´rico
distaˆncia informa a distaˆncia que ja´ foi percorrida por uma
part´ıcula que se encontra neste ponto e segue ate´ o topo. O
algoritmo e´ tal que cada paraˆmetro distaˆncia sempre fornece o
comprimento do caminho mais curto entre todos os caminhos
poss´ıveis. A informac¸a˜o da posic¸a˜o do ponto na base do qual
prove´m o elemento em questa˜o e´ armazenada em cada passo
deste processo.
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Figura 15 – Caminho ligando o ponto A da base ao ponto B
que se encontra no topo. A partir do ponto x, dois
caminhos levam ao ponto y. Nesse caso apenas o
comprimento do arco mais curto e´ levado em conta
ao se calcular o comprimento total.
4.1 O algoritmo
A lo´gica central do algoritmo consiste em levar em conta ape-
nas os pontos mais interiores, que esta˜o longe da fronteira, pois
sa˜o estes os que estara˜o em movimento mais acentuado. Esse
conjunto e´ definido do seguinte modo: Para cada nu´mero r fixo
consideramos o conjunto dos pontos cuja distaˆncia ate´ o mais
pro´ximo ponto material seja maior do que r. Denotemos esse
conjunto por Ω. Construimos agora duas listas de pontos da
seguinte forma:
No in´ıcio todos os pontos de Ω que se encontram na base
do paralelepipedo sa˜o colocados numa lista tempora´ria e, a se-
guir, transferidos para a listaX. A listaY e´ formada por todos
os pontos de Ω que se encontram na fronteira de um pequeno
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cubo de lados 2r + 1 que tem como centro algum ponto da lis-
taX. Como va´rios pontos da listaX satisfazem esta condic¸a˜o, e´
escolhido aquele tal que a distaˆncia total ate´ a base seja a menor
poss´ıvel. Cada ponto colocado na listaY durante este processo
herda as coordenadas do ponto de origem na base, do ponto esco-
lhido da listaX. Durante a construc¸a˜o da listaY todos os pontos
de Ω cuja distaˆncia a` listaX e´ menor ou igual a r sa˜o marcados
como ja´ visitados. Isso evita, entre outras coisas, que entremos
num loop infinito. Depois que todos os pontos poss´ıveis de Ω
sa˜o colocados na listaY, essa lista substitui a listaX e construi-
mos uma nova listaY seguindo a mesma prescric¸a˜o. Durante o
processo de construc¸a˜o da listaY, a partir da listaX, cada ponto
de Ω que for candidato para entrar na listaY e se encontra no
topo do paralelep´ıpedo e´ colocado numa lista final e na˜o na lis-
taY. Esse processo para no momento que o tamanho da listaY
for zero, i.e., na˜o havera´ mais pontos para formar tal lista. A
partir desse momento teremos construido a lista de pontos no
topo, cada ponto da qual conte´m informac¸a˜o acerca do ponto de
origem na base, por um certo caminho mais curto, e tambe´m o
comprimento deste caminho.
Os pontos que formam as listas referidas acima devem con-
ter indicac¸a˜o de sua origem assim como de sua posic¸a˜o. A es-
pecificac¸a˜o completa de cada um destes pontos esta´ descrita no
Apeˆndice A.7.
O modelo simula o modo como um fluido penetra num meio
poroso e, portanto, percorre todos os caminhos poss´ıveis, na˜o
importando a direc¸a˜o tomada por este caminho. A maioria dos
caminhos sa˜o no entanto descartados, ora por eles na˜o atingirem
a superf´ıcie ou porque constituem percursos alternativos, mais
longos, entre dois pontos. Ao se computar a distaˆncia percorrida,
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Figura 16 – Pontos que esta˜o a` distaˆncia r dos blocos materiais.
Figura 17 – Em verde esta˜o os elementos do conjunto Ω.
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Figura 18 – Evoluc¸a˜o das listas.
Figura 19 – O pequeno quadrado indica como se constro´i a
pro´xima lista.
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apenas o caminho mais curto e´ levado em conta. Numa situac¸a˜o
como na figura 15, ao se chegar no ponto indicado por y, que e´
ponto final de dois caminhos diferentes, a distaˆncia do caminho
mais curto e´ adotado. Para garantir isso, em cada passo, descrito
no algoritmo acima, a distaˆncia ate´ o ponto mais pro´ximo da
lista anterior e´ armazenada na informac¸a˜o do ponto. O co´digo
correspondente a isto esta´ descrito no Apeˆndice A.8.
O algoritmo pode ser melhor detalhado explicando o que
acontece com cada elemento da listaX: Inicialmente, todos os
pontos interiores ao quadrado de centro X e raio r sa˜o marcados
como visitados. Isto evita que o processo de construc¸a˜o das lista
retorne a estes pontos. Depois, cada ponto da fronteira deste
quadrado e´ examinado. Se tal ponto na˜o pertence ao conjunto
Ω o mesmo e´ descartado. Se pertence a Ω enta˜o verificamos se
o mesmo na˜o foi visto antes. Caso afirmativo, marcamos como
ja´ visto, e atualizamos sua distaˆncia. Se este ponto se encon-
tra no topo do paralelep´ıpedo, e´ inserido numa lista final, caso
contra´rio e´ inserido na listaY, e e´ atualizada sua distaˆncia. Este
procedimento continua ate´ serem esgotados todos os pontos da
lista listaX. Neste momento a listaY passa a ser a listaX e vol-
tamos ao processo anterior. O procedimento para quando na˜o
houver nenhum outro ponto para se colocar na listaY.
Durante a execuc¸a˜o do programa a quantidade de pontos que
constitui a listaX e´ mostrada cada vez que a lista e´ criada. Um
exemplo disto esta´ exibido no Apeˆndice, Listing A.9.
Um contador indica quantos pontos fazem parte da listaX.
Vemos que estes valores oscilam, e e´ natural que podem assumir
valores bastante grandes dependendo dos obsta´culos encontra-
dos. O tamanho das u´ltimas listas diminue, pois nestas listas
muitos pontos da fronteira esta˜o no topo do paralelep´ıpedo e,
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portanto, na˜o se tornam pontos da listaY, e sim da lista final.
4.2 Resultados nume´ricos
Nesta seo, usaremos a expresso da difusibilidade com o signifi-
cado do resultado da expressa˜o ρστ (ver 1.6). Os sistemas porosos
considerados consistem de um paralelep´ıpedo de altura h e vo-
lume V0 = hA0, onde A0 e´ a a´rea da base. Sendo assim, para
um dado valor, ρ, da porosidade, o maior valor da difusibilidade
e´ Q = ρ− 1A0 . Isto e´ fa´cil de se deduzir pois, fixado um valor da
porosidade, basta observar que o menor valor poss´ıvel da tortu-
osidade seria se houvessem apenas caminhos retos em direc¸a˜o ao
topo, o que leva a termos τ = 1.0, enquanto que o maior valor
da constrictividade acontece quando houver apenas um cami-
nho. Isto acontece quando esse caminho for um cilindro. Seja




σ = A1−1A1 = 1− 1A1 = 1− 1ρA0 ,o que leva a` afirmac¸a˜o acima.
Passemos agora a observar os resultados obtidos durante as
simulac¸o˜es computacionais. Primeiramente, consideramos sis-
temas compostos de esferas regularmente dispostas. Os sis-
temas sa˜o formados a partir de um bloco so´lido de dimensa˜o
1000x1000x60, do qual foram extra´ıdas esferas escolhidas aleato-
riamente, cujos raios variam entre 4 e 13, enquanto que o nu´mero
de tais esferas serve para controlar a porosidade. Para estes sis-
temas o valor da difusibilidade esta´ representado pelos pontos
verdes. O motivo de ter sido usado um paralelep´ıpedo com es-
tas dimenso˜es ao inve´s de um cubo de lado 60, foi, primeiro, de
destacar a isotropia, e, segundo, de aumentar a probabilidade
de haver percolac¸a˜o para baixa porosidade. Dimenso˜es seme-
lhantes sa˜o tambe´m usadas em experimentos para se calcular a
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difusibilidade em laboratorio [44].
Na figura 20 e´ mostrado um gra´fico comparando a estimativa
de Maxwell com os resultados que obtivemos para esses sistemas
aleato´rios. A diagonal (em azul) representa o valor ma´ximo da
difusibilidade, que, como vimos acima, e´ dado por Q = ρ− 1A0 =
ρ − 0.000001 ≈ ρ, onde A0 e´ a a´rea da base do sistema, i.e.
A0 = L
2. A estimativa de Maxwell, Q = 2ρ3−ρ , e´ o arco (preto)
indicado por (M) nesta figura.
Conve´m chamar a atenc¸a˜o que a curva de Maxwell e´ usada
em va´rios trabalhos para efeito de comparac¸a˜o. Na refereˆncia
[29] sa˜o apresentados modelos teo´ricos e resultados experimen-
tais para o comportamento da difusibilidade em func¸a˜o da poro-
sidade. Como vimos na figura 20 os nossos resultados tambe´m
esta˜o bastante pro´ximos do previsto por Maxwell.
Observe que todos os pontos do retaˆngulo que esta˜o abaixo da
diagonal na figura 20 sa˜o valores poss´ıveis para a difusibilidade.
O fato de termos obtido apenas valores no entorno da curva
de Maxwell, reflete a isotropia dos sistemas escolhidos. Para
sistemas preparados artificialmente pode-se obter difusibilidade
que se afastam dessa curva.
Observe ainda que para porosidade muito baixa o valor da
difusibilidade e´ zero, o que indica que nestes pontos na˜o ha´ per-
colac¸a˜o. Como estamos considerando aqui um sistema de tama-
nho LxLxH e´ natural considerar o seguinte problema: seja λ a
raza˜o entre L e H. Para cada valor de λ, qual o valor do limiar
de percolac¸a˜o associado a` esse valor de λ? Notamos que quanto
maior for o valor de λ mais aproximadas esta´ nossas estimativas
daquelas obtidas por Maxwell.
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Figura 20 – Difusibilidade (Q) versus porosidade (ρ) para sis-
temas porosos aleato´rios. A estimativa de Maxwell
[9], e´ a curva (M). Os pontos marcados por (+) re-
presentam os resultados obtidos com nosso modelo.
A reta, diagonal, e´ o valor ma´ximo poss´ıvel para a
difusibilidade.
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4.3 Porosidade, tortuosidade e percolac¸a˜o
Nesta sec¸a˜o todos os sistemas considerados sa˜o cubos de lado L.
Para um dado sistema poroso, os paraˆmetros porosidade, tor-
tuosidade e constrictividade sa˜o em geral independentes. No
caso de sistemas isotro´picos observa-se, no entanto, uma relac¸a˜o
entre eles. No artigo [45], de L. Shen e Z. Chen, esta´ exposto
um resumo sobre o assunto, assim como relac¸o˜es entre tortuosi-
dade e porosidade. Vamos aqui considerar o mesmo analisando
o modelo de poros esfe´ricos discreto.
Os sistemas considerados inicialmente consistem de poros
esfe´ricos de raio um: de um cubo de lado L = 371 sa˜o reti-
rados, aleatoriamente, esferas de raio um, o que, em nosso mo-
delo discreto, na˜o passam de cubos unita´rios. Com a quanti-
dade de cubos retirados controlamos a porosidade. No primeiro
sistema 100 cubos unita´rios sa˜o retirados, o que nos da´ um sis-
tema com porosidade ρ = 0.000002. No segundo e demais o
nu´mero de cubos retirados e´ igual ao nu´mero anterior acrescido
de 700.000. Isso continuou ate´ chegar ao nu´mero 254.800.000
de cubos unita´rios retirados, o que produz um sistema com po-
rosidade ρ = 0.993086. Para cada um desses 364 sistemas, foi
calculado a tortuosidade e a difusibilidade. Os resultados esta˜o
mostrados nos gra´ficos da figura 21. Na figura 21-A esta´ um
gra´fico da tortuosidade como func¸a˜o da porosidade. Observamos
que o resultado e´ ana´logo ao obtido por Zalc e colaboradores,
na refereˆncia [46], embora os sistemas porosos sejam diferentes.
Zalc considerou esferas so´lidas sobrepostas. Para obter todos
os valores poss´ıveis de porosidade ele considerou os centros das
esferas fixos e variou o raio, admitindo que uma mesma regia˜o
do espac¸o fosse ocupado por mais do que uma esfera. Resultado
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ana´logo tambem pode ser visto na refereˆncia [45]. Na figura
21-B encontra-se o gra´fico da difusibilidade como func¸a˜o da po-
rosidade. A linha vertical na posic¸a˜o ρ = 0.43 corresponde ao
valor da difusibilidade Q = 0.3 o que esta´ em conformidade com
os valores obtidos, empiricamente, para um sistema de esferas
de vidros [12].
4.3.1 O limiar de percolac¸a˜o
O conceito de percolac¸a˜o foi introduzido em 1957, por Broad-
bent and Hammersly [47], para descrever a passagem de um
fluido atrave´s de um meio poroso. Na figura 22-B esta´ uma re-
presentac¸a˜o da ideia original de percolac¸a˜o. E´ nesse sentido que
vamos usar esse termo. Portanto, quando falarmos de percolac¸a˜o
queremos dizer void percolation.
Consideremos um sistema de esferas sobrepostas, colocadas
aleatoriamente dentro de um recipiente cu´bico de lado L. No
caso cont´ınuo, se as esferas teˆm todas o mesmo raio, o limiar de
percolac¸a˜o e´ 0.03, e isso na˜o depende do valor do raio conside-
rado. No nosso caso, discreto, o limiar e´ maior do 0.03 e depende
do raio das esferas: quanto maior for o raio, menor e´ o limiar de
percolac¸a˜o e este converge para o valor cont´ınuo quando o raio
cresce. Na figura 24 encontram-se nossos resultados para treˆs
diferentes sistemas discretos. O lado dos recipientes e´ L = 693
para o sistema no qual as esferas tinham raios 3 ou 4 e L = 713
para os outros sistemas cujas esferas tinham o mesmo raio.
Que o limiar de percolac¸a˜o, para sistemas discretos como o
aqui considerados, depende dos raios das esferas foi observado,
por exemplo, por Powell [53] para sistemas de esferas duras em-
pacotadas sem sobreposic¸a˜o.
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Figura 21 – (A) tortuosidade (τ) versus porosidade (ρ). (B)
difusibilidade (Q) versus porosidade (ρ) para siste-
mas aleato´rios de poros cu´bicos. A curva cont´ınua
e´ a estimativa de Maxwell. O aspecto discreto do
modelo e´ a causa da separac¸a˜o entre as curvas nesse
caso.
4.3. Porosidade, tortuosidade e percolac¸a˜o 71
Figura 22 – Dois tipos de percolac¸a˜o. (A) percolac¸a˜o cont´ınua.
(B) percolac¸a˜o no vazio.
Uma poss´ıvel explicac¸a˜o para o fato de haver diferenc¸as no
valor do limiar de percolac¸a˜o entre o presente modelo discreto e
o modelo cont´ınuo seria a seguinte:
No modelo cont´ınuo um poss´ıvel caminho seria o caminho (A)
na figura 23. No modelo discreto o caminho correspondente esta´
indicado por (B), na mesma figura. Observa-se que no modelo
discreto a regia˜o exterior ao caminho e´ maior devido ao fato de
as esferas somente possuirem centro de coordenadas inteiras.
Este volume extra altera a porosidade. Por exemplo, no caso
em que o caminho (B), na figura 23, e´ o espac¸o vazio havera´
menor volume vazio em comparac¸a˜o com o caso cont´ınuo e, por-
tanto, a porosidade sera´ menor. Este e´ o caso dos poros esfe´ricos.
No sistema inverso acontece exatamente o contra´rio: o vo-
lume vazio e´ maior do que o do caso cont´ınuo e, portanto, a
porosidade e´ maior no instante em que acontece a primeira per-
colac¸a˜o.
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Figura 23 – Caminhos no modelo cont´ınuo (A) e no modelo
discreto (B).
No caso cont´ınuo, em que os raios das esferas sa˜o diferentes
o limiar e´ menor do que 0.03, como mostrou Rintoul [48]. Na˜o
observamos isso no caso discreto, talvez devido a` restric¸a˜o no
tamanho necessa´rio do sistema, para se observar esse fenoˆmeno.
Consideremos agora o caso de poros esfe´ricos. Para o modelo
cont´ınuo o limiar de percolac¸a˜o e´ Pc = 0.289 para esferas de
mesmo raio. No nosso modelo, discreto, o limiar de percolac¸a˜o
depende do raio das esferas e e´ menor do que o do caso cont´ınuo.
Na figura 25 mostramos o resultado de dois sistemas.
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Figura 24 – Tortuosidade versus porosidade. Sistemas de esfe-
ras sobrepostas. O limiar de percolac¸a˜o para o caso
cont´ınuo e´ Pc = 0.0301. No caso discreto o limiar
de percolac¸a˜o se aproxima de Pc a medida que se
aumenta os raios das esferas.
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Figura 25 – Tortuosidade versus porosidade. Sistemas de po-
ros esfe´ricos. O limiar de percolac¸a˜o para o caso
cont´ınuo e´ Pc = 0.289. No caso discreto o limiar
de percolac¸a˜o se aproxima de Pc a medida que se
aumenta os raios das esferas.
4.3. Porosidade, tortuosidade e percolac¸a˜o 75
4.3.2 Desvantagens do aspecto discreto do me´todo
Devido ao fato de nosso me´todo para a determinac¸a˜o da tortuosi-
dade buscar percolac¸a˜o somente atrave´s de caminhos com sec¸a˜o
transversal discreta (1,9,25, etc.), surgem efeitos indeseja´veis
cada vez que tais caminhos ocorrem pela primeira vez a medida
que se aumenta a porosidade: uma discontinuidade no gra´fico
da tortuosidade.
Ilustramos esse efeito na figura 26 onde apresentamos o gra´fico
da tortuosidade versus porosidade para sistemas de esferas so-
brepostas. O lado do recipiente cu´bico e´ L = 693. As esferas
sobrepostas teˆm raios 3 ou 4, escolhidos aleatoriamente. Para
valores de ρ abaixo de 0.056 na˜o ha´ percolac¸a˜o e, portanto, foi as-
sociado o valor zero para a tortuosidade. Na posic¸a˜o ρ = 0.056
acontece o primeiro caminho de sec¸a˜o transversal 1. A partir
deste valor de ρ existem mais caminhos percolantes, pore´m to-
dos de mesma sec¸a˜o transversal 1, cuja me´dia de tortuosidade
decresce gradativamente, enquanto o nu´mero de tais caminhos
aumenta. Na posic¸a˜o ρ = 0.314 temos a existeˆncia do primeiro
caminho de sec¸a˜o transversal 9, o qual tem tortuosidade muito
maior do que os caminhos de sec¸a˜o 1 o que causa o valor me´dio
ter um acre´scimo brusco. A partir deste valor de ρ tem-se cami-
nhos de sec¸o˜es 1 e 2 em grande nu´mero, ate´ o valor de ρ = 0.57
onde aparece o primero caminho de sec¸a˜o transversal 25, e assim
sucessivamente. Seria interessante obtermos o comportamento
do limiar de percolac¸a˜o como func¸a˜o da a´rea da sec¸a˜o transver-
sal. Mostramos na figura 27 estas func¸o˜es para dois sistemas
aleatorios.
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Figura 26 – Tortuosidade (τ) versus porosidade (ρ) para o mo-
delo de esferas sobrepostas. Cubo de lado L = 693
e esferas de raios 3 ou 4, escolhidas aleatoriamente.
4.3. Porosidade, tortuosidade e percolac¸a˜o 77
Figura 27 – Porosidade (ρ) versus a´rea de sec¸a˜o transversal α.
A curva (a) refere-se aos sistemas de raio 1, en-
quanto que a curva (b) refere-se a sistemas de raio




Vamos agora examinar a afirmac¸a˜o de que as duas expresso˜es
para Q apresentadas na Introduc¸a˜o, equac¸o˜es 1.1 e 1.6, coinci-





e´ correta. Para tanto, ainda falta decidir como se calcular Deff .
Os demais paraˆmetros foram definidos no cap´ıtulo 4, enquanto
que D e´ o coeficiente de difusa˜o num meio livre.
A primeira ideia que vem em mente, porque e´ a mais sim-
ples, e´ a de que o valor me´dio da corrente num certo intervalo
de tempo deve ser proporcional ao coeficiente de difusa˜o efetivo
no meio durante este mesmo intervalo de tempo. Sendo assim
definimos o coeficiente de difusa˜o equivalente, Deff , de um certo
flu´ıdo, em meio na˜o livre, para o intervalo de tempo entre t0 e t1,
como o coeficiente de difusa˜o, que deveria ter o mesmo fluido,
em um meio livre, para produzir a mesma corrente me´dia. E´
razoa´vel considerar que o coeficiente de difusa˜o seja proporcional
ao valor medio da densidade de corrente no intervalo em consi-
derac¸a˜o. Embora seja isto apenas uma proposta, na˜o requerendo
portanto justificativa, podemos aqui evocar um resultado obtido
por volta de 1930 por Ilkovic.
Fazendo uso da segunda lei de Fick (equac¸a˜o da difusa˜o),
Ilkovic [55] obteve a seguinte fo´rmula, para a corrente na base
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onde q e´ a a´rea ativa do eletrodo e δ e´ a espessura da camada
de difusa˜o, cuja existeˆncia havia sido proposta por Nernst. Esta
fo´rmula e´ bem conhecida em qu´ımica anal´ıtica e pode ser encon-
trada em qualquer livro texto sobre o assunto, como por exem-
plo, na pa´gina 12 da refereˆncia [55]. As condic¸o˜es requeridas por
Ilkovic eram de estado estaciona´rio e eletrodo com superf´ıcie
plana. Naturalmente, o nosso caso na˜o cumpre as condic¸o˜es re-
queridas para a validade da equac¸a˜o 5.2 mas ela sugere uma
relac¸a˜o linear entre o valor me´dio da densidade de corrente e o
valor do coeficiente D, pois no caso do me´todo de crescimento
um, a espessura da camada de difusa˜o, i.e., o valor de δ acima,
e´ o intervalo entre a altura de difusa˜o e a me´dia do eletrodo
na figura 7, o qual e´ praticamente constante. Podemos verifi-
car isso calculando essa me´dia para algumas simulac¸o˜es, cada
um dos quais diferindo dos demais apenas no coeficiente de di-
fusa˜o. Isso e´ mostrado na figura 28-A. Cada ponto, que constitui
a curva L1 nessa figura, representa o valor me´dio da densidade
de corrente, no intervalo de tempo, indicado na figura 28-B pelo
nu´mero 1, correspondente ao experimento usando-se o coefici-
ente de difusa˜o associado a` esse ponto. Analogamente, os pontos
que constituem a curva L2 representam o valor me´dio da densi-
dade de corrente, calculado no intervalo indicado por 2 na figura
28-B.
Vemos que a curva L1 e´, aproximadamente, um segmento de
reta. O mesmo na˜o se pode dizer da curva L2, cujo crescimento
sugere uma lei de poteˆncia, e e´ consequeˆncia da mudanc¸a da
rugosidade do eletrodo a partir do instante em que a camada
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porosa esta´ totalmente coberta. Quanto menor for o coefici-
ente de difusa˜o, maior tempo faz-se necessa´rio para preencher
a camada porosa e isso resulta numa maior rugosidade do ele-
trodo. Se o meio no qual foram feitos as simulac¸o˜es, fosse livre,
as duas curvas L1 e L2 anteriores seriam retas. Vamos portanto
comparar o coeficiente de inclinac¸a˜o da reta L1 acima, com os
coeficientes de inclinac¸a˜o obtidos para um meio livre.
O coeficiente de difusa˜o efetivo, que denotaremos por D∗,
passa a ser definido como segue: tomamos o valor me´dio da
corrente no intervalo de tempo em questa˜o, e comparamos esse
valor com o valor medio da corrente obtido em um sistema livre,




onde J0 e D0 sa˜o respectivamente a densidade de corrente me´dia
e o coeficiente de difusa˜o para um sistema livre, e Jm e´ a densi-
dade de corrente me´dia (tomada apenas na regia˜o de interesse)
do sistema na˜o livre.
Assim, a difusibilidade sera´ aqui definida como o quociente
entre a me´dia da densidade de corrente para um sistema poroso
e a me´dia para um sistema ana´logo, porem livre.
O intervalo no qual e´ tomado a me´dia para o sistema poroso
e´ aquele indicado pelo nu´mero 1 na figura 28-B, i.e, e´ o intervalo
entre o tempo no qual a corrente tem o primeiro valor mı´nimo e
o menor valor do tempo a partir do qual a corrente se estabiliza.
Temos ainda que decidir sobre quais intervalos de tempo de-
vemos tomar o valor me´dio da corrente para o sistema livre.
Vamos considerar 4 possibilidades.
(i) ana´logo ao do sistema poroso: intervalo entre o ponto de
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Figura 28 – Variando o coeficiente de difusa˜o em um sistema
BCC, 9 esferas por camada, 4 camadas. Em (A)
temos a me´dia da densidade de corrente versus co-
eficiente de difusa˜o. Cada ponto da curva L1 em
(A) foi obtido tomando-se a me´dia da densidade de
corrente na regia˜o (1) indicada em (B). Analoga-
mente para a reta L2. Em (B) temos a densidade
de corrente, para apenas um valor do coeficiente de
difusa˜o. As regio˜es (1) e (2) indicam onde foi feita
a me´dia da densidade de corrente.
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mı´nimo e o menor valor do tempo para o qual a corrente
se estabiliza, indicado na figura 29 pelo nu´mero 1,
(ii) intervalo indicado pelo nu´mero 2 na figura 29, que e´ onde
o valor da corrente se encontra estabilizado,
(iii) intervalo indicado pelo nu´mero 3 na figura 29, i.e., seja
t0 o instante a partir do qual a densidade de corrente se
estabiliza, e ti o instante onde ocorre o ponto de inflexa˜o.
O intervalo usado aqui sera´ o que tem centro em t0 e raio
t0 − ti, i.e., [ti, (2t0 − ti)],
(iv) valor estabilizado da dispersa˜o para ambos.
No caso (iv) o valor para a difusibilidade e´ tomado o quoci-
ente entre o valor estabilizado da variaˆncia do eletrodo para o
sistema livre e o valor ana´logo para o sistema poroso.
A fim de testar quais dos me´todos acima e´ o mais apropriado
para se definir a difusibilidade, realizamos simulac¸o˜es com os se-
guintes sistemas porosos: poros esfe´ricos, BCC, cu´bico simples e
um sistema no qual o u´nico obsta´culo e´ um cilindro vertical. Os
resultados esta˜o apresentados na figura 30. Os valores da difu-
sibilidade fornecidos pelo me´todo do cap´ıtulo 4 esta˜o indicados
com um asterisco e a´ curva em vermelho da figura 30.
Observamos que os me´todo (ii) e (iii) sa˜o os que melhor se
aproximam do valor obtido no cap´ıtulo 4. Excetuando os resul-
tados do me´todo (iv), todas as curvas pore´m seguem o mesmo
padra˜o. O me´todo (i) pode ser corrigido pelo fator 0.7, i.e, se
multiplicarmos os resultados obtidos pelo me´todo (i) por 0.7 ob-
temos valores pro´ximos das outras curvas (ii) e (iii). Os me´todos
(i) e (iv) no entanto sa˜o os u´nicos que podem ser aplicados a sis-
temas livres pois fornecem para eles difusibilidade igual a 1. En-
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Figura 29 – Densidade de corrente versus tempo para um sis-
tema livre. Os nu´meros indicam as regio˜es onde sa˜o
tomados os valores me´dios.
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Figura 30 – Difusibilidade versus porosidade. Comparac¸a˜o en-
tre os va´rios me´todos para se calcular a difusibili-
dade. Note uma maior concordancia entre o me´todo
do cap´ıtulo 4 em vermelho (*) e os me´todos (ii) e
(iii). No eixo das porosidades: (a) sistemas de esfe-
ras sobrepostas aleatoriamente; (b) BCC; (c) cu´bico
simples; (d) um u´nico cilindro.
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Figura 31 – Difusibilidade versus porosidade. Aqui aplicamos a
correc¸a˜o, sugerida pela equac¸a˜o 5.3, para os valores
de porosidade abaixo de 30%.
tretanto, devido a` grande discordaˆncia, podemos descartar o uso
da disperc¸a˜o (me´todo (iv)) para a estimativa da difusibilidade.
Na figura 31 consideramos, para os valores de porosidade
abaixo de 30%, os valores da difusibilidade obtidos anteriormente
elevados ao quadrado, como sugerido pela equac¸a˜o 5.3, pois nesse
caso o coeficiente de difusa˜o efetivo e´ muito pequeno o que torna
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sua raiz quadrada grande em comparac¸a˜o com o caso anterior.
5.1 Conclusa˜o
A validade da fo´rmula 5.1 depende, obviamente, do modo como
se definem os diversos paraˆmetros. Os valores de ρ, σ e τ fo-
ram calculados de acordo com o me´todo apresentado no cap´ıtulo
4. Para o ca´lculo de Q, que e´ o coeficiente de transferencia de
mate´ria, apresentamos va´rias possibilidades, usando a corrente
de eletrodeposic¸a˜o produzida pelo modelo computacional apre-
sentado no cap´ıtulo 3. Para valores de porosidade acima de 30%
ha´ uma boa concordaˆncia entre as definic¸o˜es da difusibilidade
fornecida pelo me´todo do cap´ıpulo 4 e os me´todos (ii) e (iii)
apresentados acima.
5.2 Um exemplo extremo
Com a finalidade de ilustrar ate´ que ponto podemos aumentar
as dimenso˜es do sistema, e mesmo assim torna´-lo pratica´vel no
que tange a` capacidade computacional, consideremos um sistema
cuja base tem dimenso˜es 480x480 e a parte porosa consiste de
esferas, de raio 40, uniformemente colocadas de modo que cada
camada tenha esferas colocadas nos vazios entre as esferas da
camada inferior (BCC). Na camada da base esta˜o colocadas 36
esferas. Sobre a mesma, esta˜o 36 esferas, e assim por diante,
perfazendo um total de 12 camadas. Para o processo de ele-
trodeposic¸a˜o foi alocado um bloco de 480x480x5000 ce´lulas, que
constitui o recipiente, dentro do qual, se encontra todo o fluido,
juntamente com o meio poroso. Cada uma dessas ce´lulas ocupa
12 bytes, perfazendo um total de 12,9 gigabytes de RAM que e´
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alocado no inicio da execuc¸a˜o. O tempo total de execuc¸a˜o, tota-
lizando 53000 MCS, foi de pouco mais de 14 horas usando-se ape-
nas uma CPU de 3.5GHz. Naturalmente, isto seria imposs´ıvel
de ser realizado se o programa tivesse que percorrer 53.000 ve-
zes todo o bloco de 12,9G de RAM. Ao inve´s disso, o programa
analisa apenas a regia˜o entre o eletrodo e o topo da camada de
difusa˜o, o que representa apenas uma pequena frac¸a˜o do sistema
total neste presente modelo.
Usamos o me´todo (iii) definido acima: O valor me´dio da
densidade de corrente, relativa ao sistema poroso, foi tomado no
intervalo de tempo entre o tempo onde ocorre o mı´nimo, repre-
sentado pela letra a na figura 32 da direita, e o tempo a partir
do qual a corrente se estabiliza, representado na mesma figura
pela letra b a` esquerda. O valor obtido foi mp = 1.008, 25. O
valor me´dio da densidade de corrente, relativo ao sistema livre,
foi tomado no intervalo de tempo entre os pontos 1 e 2. O va-
lor obtido foi ml = 3.962, 97. Temos, portanto, o valor para
a difusibilidade q = mp/ml = 0, 254417. Os valores obtidos
pelo algoritmo do cap´ıtulo 4 foram ρ = 0, 308971, para a poro-
sidade, τ = 1, 204319, para a tortuosidade, e de σ = 0, 991736
para a constrictividade. Portanto, temos a difusibilidade igual
a q = (ρσ)/τ = 0, 254432. Isto esta´ em concordaˆncia excelente
com o resultado esperado. E´ o´bvio que este ca´lculo e´ apenas
aproximado pois a escolha dos pontos onde se toma a me´dia do
sistema livre apresenta certa variac¸a˜o e, portanto, fomos felizes
na escolha dos valores.
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Figura 32 – Densidade de corrente versus tempo. No detalhe
observamos uma ampliac¸a˜o da densidade de cor-
rente para os tempos iniciais e indicamos o ponto
a. A curva verde refere-se ao sistema livre enquanto
que a roxa refere-se ao sistema poroso. Entre os
pontos a e b e´ calculada a me´dia para o sistema




Nesta Tese apresentamos dois modelos que descrevem o processo
de eletrodeposic¸a˜o e propriedades associadas a ele. O primeiro
modelo descreve o processo de eletrodeposic¸a˜o que usualmente e´
baseado na primeira lei de Fick. A parte essencial neste modelo e´
o modo de crescimento da camada depositada, que na˜o e´ descrito
pelas leis de Fick. Consideramos va´rios modos alternativos para
tal crescimento, e o modo ba´sico (que chamamos de um), foi ca-
paz de descrever corretamente o processo de eletrodeposic¸a˜o em
uma matriz uniforme de esferas. O segundo modelo apresentado
por no´s consiste de um procedimento geome´trico simples, que
nos permite determinar dois paraˆmetros de um meio poroso, a
saber, a tortuosidade e a constrictividade. Ele permite calcular
de modo razoavelmente ra´pido tais paraˆmetros, mesmo para sis-
tema de dimenso˜es considera´veis e os resultados sa˜o compara´veis
com os mesmos obtidos por outros me´todos.
De acordo com os modelos propostos e implementados con-
firmamos a afirmac¸a˜o de van Brakel e Heertjes (Q = ρστ ) pelo
menos para valores de porosidade na˜o muito baixos. Isso era de
se esperar, pois para valores baixos de porosidade, na˜o ha´ pra-
ticamente difusa˜o normal, e sim difusa˜o de Knudsen, que na˜o
levamos em conta e, portanto, o valor da difusibilidade que ob-
tivemos na˜o corresponde ao real. O modelo de eletrodeposic¸a˜o
esta´ otimizado o suficiente para suportar sistemas com tamanhos
razoavelmente grandes, ocupando ate´ mesmo uma ou duas deze-
nas de gigabytes de RAM, produzindo resultados em tempos re-
lativamente curtos. O modelo para se determinar a tortuosidade
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e a constrictividade apresenta tempos de execuc¸a˜o mais ra´pidos
exatamente nos sistemas onde o modelo de eletrodeposic¸a˜o e´
mais lento, a saber, quando a porosidade e´ pequena.
Para valores grandes da porosidade seria necessario modifi-
car o algoritmo para calcular a tortuosidade, a fim de acelerar
o processo. Portanto, temos algumas perspectivas de avanc¸os
nesta a´rea, entre elas citamos as seguintes:
• modificar e aperfeic¸oar os outros me´todos de crescimento
do eletrodo.
• aperfeic¸oar o modelo geome´trico para permitir a produc¸a˜o
de resultados mais ra´pidos nos casos de grande porosi-
dade. Aqui um possibilidade ja´ se apresenta: nossas si-
mulac¸o˜es indicam que apenas caminhos de sec¸a˜o transver-
sal unita´rios sejam necessa´rios. Isto eliminaria os ca´lculos
adicionais que foram feitos para os outro caminhos.
• dada uma amostra de uma matriz porosa, em forma de
um paralelep´ıpedo, com base L2 e altura H, seja λ = LH .
Determinar para cada valor de λ, o limiar de percolac¸a˜o,
isto e´, determinar a func¸a˜o pc = pc(λ).
• dado um nu´mero positivo α, determinar o menor valor da
porosidade, ρm, de um sistema poroso, para o qual existe
um caminho de sec¸a˜o transversal α, unindo a base ao topo.
Nossas simulac¸o˜es com o modelo discreto de esferas suge-
rem que esta func¸a˜o, ρm = ρm(α), seja uma caracter´ıstica
do sistema poroso.
• dado um sistema poroso, determinar a tortuosidade como
func¸a˜o da a´rea de sec¸a˜o transversal dos caminhos perco-
lantes.
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• analisar o caso onde a porosidade e´ muito baixa, e a difusa˜o
dominante e´ do tipo Knudsen. Neste caso, o conceito de
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APEˆNDICE A – Listagem do
Co´digo
Neste Apeˆndice esta˜o listados apenas as partes essenciais dos
co´digos desenvolvidos para a implementac¸a˜o dos modelos pro-
postos.
A.1 Eletrodeposic¸a˜o
Listing A.1 – informac¸o˜es do flu´ıdo e obsta´culos
/∗ s u p e r f i c i e do e l e t r o d o ∗/
typedef struct{
int r o l e ; /∗ ou pos icao ∗/
int a l tu ra oben ;
int a l tu ra unten ;
} i n t e r f a c e ;
/∗ elemento do f l u i d o ∗/
typedef struct{
f loat vagora ;
f loat vfuturo ;
int pos i cao ;
} c e l u l a ;
Lemos do arquivo texto externo as coordenadas (x,y,z) dos
pontos materiais dentro do flu´ıdo:
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Listing A.2 – cada linha do arquivo contem 3 coordenadas
while ( ! f e o f ( b a l l s ) )
{
f g e t s ( l inha , 9 0 , b a l l s ) ;
i f ( s t r l e n ( l i nh a ) > 3)
{
s s c a n f ( l inha , ”%d %d %d\n” , &z , &x , &y ) ;
c e l [ z ] [ x ] [ y ] . pos i cao = f r o n t e i r a ;
c e l [ z ] [ x ] [ y ] . vagora = 0 . 0 ;
c e l [ z ] [ x ] [ y ] . v futuro = 0 . 0 ;
}
}
Listing A.3 – Reac¸a˜o somente de cima para baixo
c e l [ z−1] [ x ] [ y ] . v futuro += reacao ∗ c e l [ z ] [ x ] [ y ] . vagora ;
depois disso sa˜o atualizados os valores dos elementos que mu-
daram da mesma forma como mostrado na difusa˜o que segue.
Listing A.4 – Difusa˜o: entre os seis vizinhos
w = c e l [ z ] [ x ] [ y ] . vagora ;
ganho = w − c e l [ z ] [ x ] [ y +1] . vagora ;
i f ( ( ganho > 0) )
{
i f ( c e l [ z ] [ x ] [ y +1] . pos i cao ==
mudando)
{
gewinn = d i f o ∗ganho ;
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i f ( z == e l e t [ x ] [ y +1] . a l tu ra unten )
{
co r r en t e += gewinn ;
}
c e l [ z ] [ x ] [ y +1] . v futuro += gewinn ;
c e l [ z ] [ x ] [ y ] . v futuro −= gewinn ;
c e l [ z ] [ x ] [ y ] . pos i cao = mudando ;
}
}
Listing A.5 – Crescimento do eletrodo seis vizinhos
z = e l e t [ x ] [ y ] . a l tu ra unten ;
r = c e l [ z ] [ x ] [ y ] . v futuro / c1 ;
e l e t [ x ] [ y ] . a l tu ra oben = z+1;
r i = 1 ; /∗ area de uma unidade ∗/
xe = max(x−r i , 1 ) ;
xd = min ( x+r i +1,Xu ) ;
ye = max(y−r i , 1 ) ;
yd = min ( y+r i +1,Yu ) ;
for ( i=xe ; i<xd ; i++)
for ( j=ye ; j<yd ; j++){ /∗ espa lhando ∗/
zz = e l e t [ i ] [ j ] . a l tu ra oben ;
e l e t [ i ] [ j ] . a l tu ra oben = max( zz , z ) ;
} /∗ espa lhando ∗/
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Listing A.6 – informac¸o˜es ba´sica de cada voxel
typedef struct{
char a t r i bu to ;
f loat d i s t a n c i a ; /∗ d i s t a n c i a t o t a l p e r c o r r i d a ∗/
short int basex ; /∗ coordenadas do ∗/
short int basey ; /∗ ponto de origem na base ∗/
} c e l u l a ;
/∗
os a t r i b u t o s sao :
0 − materia
1 − v a z i o
2 − ponto r−d i s t a n t e
3 − a t u a i s c e n t r o s da e s f e r a s
4 − ponto r−d i s t a n t e j a v i s i t a d o
5 − serao centro de e s f e r a s na proxima passagem
∗/
Listing A.7 – especificac¸a˜o do ponto
typedef struct{
short int z ;
short int x ;
short int y ;
short int basex ;
short int basey ;
} ponto ;
top = ( ponto ∗) mal loc ( ( s izeof ( ponto ) )∗X∗Y) ;
bottom = ( ponto ∗) mal loc ( ( s izeof ( ponto ) )∗X∗Y) ;
l i s t a Y = ( ponto ∗) mal loc ( ( s izeof ( ponto ) )∗X∗Y∗2 1 ) ;
l i s t a X = ( ponto ∗) mal loc ( ( s izeof ( ponto ) )∗X∗Y∗2 1 ) ;
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Listing A.8 – distancia
{ /∗ colocando na l i s t a Y ∗/
l i s t a Y [ contaY ] . x = u ;
l i s t a Y [ contaY ] . y = v ;
l i s t a Y [ contaY ] . z = w;
contaY++;
length = s q r t ( ( u−a )∗ ( u−a)+(v−b )∗ ( v−b)+(w−c )∗ (w−c ) ) ;
c e l [w ] [ u ] [ v ] . d i s t a n c i a = c e l [ c ] [ a ] [ b ] . d i s t a n c i a
+ length ;
else i f ( c e l [w ] [ u ] [ v ] . a t r i bu to == 5)
{ /∗ pegar o minimo ∗/
l e n t a = c e l [w ] [ u ] [ v ] . d i s t a n c i a ;
l ength = s q r t ( ( u−a )∗ ( u−a)+(v−b )∗ ( v−b)+(w−c )∗ (w−c ) ) ;
l ength += c e l [ c ] [ a ] [ b ] . d i s t a n c i a ;
c e l [w ] [ u ] [ v ] . d i s t a n c i a = min ( lenta , l ength ) ;
}
Listing A.9 – contador de pontos encontrados





















ponto bot =2852 ponto top =2144 f i n a l r a i o=5
to r tuo s idade =1.057644 c o n s t r i c t i v i d a d e =0.991736
comeco r a i o=6
pontos bottom=1604
